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CAPITOLO 4

Correnti incomprimibili
non viscose irrotazionali

Introduzione In questo capitolo studieremo un tipo particolare di correnti in-
comprimibili dei fluidi supposti non viscosi quando la voriicé ovunque nulla.
Queste correnti sono chiamate irrotazionali e, sotto una determinataoodiil

loro campo di moto pdessere descritto attraverso una opportuna funzione scalare,
chiamata potenziale cinetico. Ricaveremo I'equazione che governa questa®&ariabi
ausiliaria e mostreremo come I'equazione della quawkitmoto, una volta deter-
minata la veloca, diventi un’equazione per la sola incognita pressione clie pu
essere risolta in modo esplicito anche nel caso generale di correnti nomatézio

Il capitolo contiene anche le soluzioni di alcuni problemi di correnti stzaiie
incomprimibili non viscose e irrotazionali attorno a corpi di formalto semplice,
come una sfera e un cilindro di sezione circolare. In entrambi i casi il @nadl

e affrontato ricorrendo al metodo di separazione delle variabili. In péateonel
caso del cilindro si scopre I'esistenza di un insieme (famiglia a un parajreit
infiniti campi di velocit irrotazionali che soddisfano la condizione di non pene-
trazione sulla superficie del cilindro e di corrente uniforme a grarmstantza dal
corpo. Questafamiglia gioca un ruolo fondamentale quando si contaderaente
incomprimibile irrotazionale di un fluido supposto idealmente nisoaso attorno

ai profili alari che sono di fondamentale interesse per I'aerodinamica.

mionalité\ della corrente e potenziale della velocita

Le correnti incomprimibili di un fluido non viscoso sono governaalequazioni
di Eulero descritte nel paragrafo 3.3, che sono riscritte qui per coenodit

au VP
— +U-VIU+ — =V,
ot 0

V.u=0,
dove x rappresenta I'energia potenziale per ardi massa del campo di forze di

volume esterne, che 8isupposto conservativo. Comesiisto nel paragrafo 3.5, il
termine(u -V)u dell’equazione della quansitdi moto pw essere sempre riscritto
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come(u-V)u = (Vxu)Xu + 3V(|ul?) per cui 'equazione precedente si gotr
scrivere anche nella forma seguente:

au P ul?
— 4+ (VXu)xu= -V, :+u+x .
ot 0 2

Supponiamo ora che la correnteisiatazionale, ovvero che il campo della vortiéit
w = Vxu sia sempre nullo ovunque:

Vxu=0,

ossia in ogni punta del campo di moto e per ogni istante> 0. In real&
none necessario assumere per ipotesi questa condizione nella sua interezza ma
sufficiente che la vorticit sia nulla nell'istante iniziale = 0, ovverosia

Vxug =0,

doveug € il campo di veloci iniziale. Infattie possibile dimostrare che la forma
dell’equazione della quanditmoto per la corrente incomprimibile di un fluido non
viscoso garantisce che la vortitimar@& nulla in ogni istante successivo- 0.

In virtu dell'ipotesi di irrotazionalé della correnteVxu = 0, I'equazione
della quantia di moto si semplifichérallora in

au P ul?
T V(ﬁ + 5 +x).
Inoltre la condizione d’irrotazionabtVx u = 0 permette un’altra semplificazione
ancora pil importante nella descrizione matematica del moto del fluido. Tale
semplificazione del modello matematiessempre permessa quando la regione in
cui si muove il fluidoe un dominiosemplicemente conness@vverosia privo di

fori che trapassano la regione stessa, vedi appendice B. Sotto quéssailpampo
della velocit irrotazionaleu(r, t) pud essere espresso, ad ogni istanteome il
gradiente di una funzione scalapér, t) mediante la relazione

u=Vvo,

e la funzionep(r, t) € chiamatgotenziale cineticq o potenziale della velocia
oppure pii semplicementpotenziale Lintroduzione del potenziale corrisponde
a un cambiamento di variabile nel senso ghe una nuova incognita che si@u
usare al posto della veloaiti. Il vantaggio di sostituirel con¢ sta nel passare da
un’incognitavettorialea un’incognitascalare. Vedremo fraun momento che il costo
di questa semplificazione saun aumento dell’ordine del problema differenziale
darisolvere.
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mte incomprimibile ed equazione di Laplace

Sfruttando la rappresentazione della veldditotazionaleu in termini del poten-
ziale, la condizione di incomprimibitV- u = 0 diventa

V-u=V.-Vp = V2 =0.

Questae I'equazione di Laplaceper il potenzialep che deve essere completata
da opportune condizioni al contorno. Nel paragrafo 3.4 abbiamo vistgpehe
una corrente incomprimibile di un fluido non viscoso la condiziormatorno da
imporre sulla veloca e f - u(r, t);s = bn(rs, t), doveb e la componente normale
della velocia specificata si&. Scrivendo questa condizione come condizione al
contorno per il potenzialg si ottiene

0p(r,t)
an s

= bn(r& t)7

dove% indica laderivata normale sulla frontieraS, ovvero la componente del
gradiente normale alla superficie in ogni suo pun%: = -V . Questo tipo

di condizione al contorno che impone il valore della derivata normadhisima
condizione di Neumann La condizione che impone invece il valore dell'incognita
sul contorno si chiamaondizione di Dirichlet, ma essa non interviene nel caso
del potenziale della velogit

L'equazione di Laplace completata della condizione di Neumann conduce al
seguent@roblema di Neumann (funzione del tempo)

V2 =0,
L)
%IS - bn(r57 t)'

Si tratta di unproblema ellittico e piti precisamente di uproblema armonicoin
quanto I'operator&? & il laplaciano e I'equazioneomogenea, ossia il suo termine
notoe nullo. In realk, ad ogni istante di tempp abbiamo un diverso problema
di questo tipo poich la velocia normaleb, (rs, t) imposta sul contorno dipende
in generale dal tempo. Siricorda che, come mostrato nel paragrafo 3.5, dldato
contornoby(rs, t) deve soddisfare la condizione di compatibiliflobale

S
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affinché una soluzione possa esistere. Inoltre il potenzialel problema di Neu-
mann nore definito univocamente, proprio come la pressiBneelle equazioni per

le correnti incomprimibili (con o senza viscast Infatti data una soluziorg(r, t)

del problema appena scritto, tutte le funzigri, t) + A(t), con A(t) funzione
arbitraria, soddisfano ugualmente I'equazione e la condizione di Neyrparuoié
I'incognita ¢ compare in esse solo come argomento di operatori di derivazione
spaziale. Questa arbitrardehon pone tuttavia alcun problema dal punto di vista
della determinazione del campo di velécial momento cha = V¢ e quindi la
soluzione della veloditnon dipende dalla funzion&(t) e saa sempre unica.

ma di Bernoulli per correnti non stazionarie

Supponiamo ora che il problema di Neumann per il potenziale della v&@maistato
risolto, per cuip = ¢(r,t) € un campo noto. Potremo allora sostituire il campo
vettoriale V¢ nell’equazione della quansitdi moto per correnti irrotazionali al
posto diu, ottenendo

IVe P IV
— =-V| = .
ot (5 T X
Ma gli operatori differenzialia”—t e V. commutano per cui il termine nel membro di
sinistrae il gradiente di%. L'equazione si potr allora scrivere nella forma
dp P Vo)
VI —+ = =0,
&n+p+ > T X
la cui integrazione (in senso spaziale) fornisce immediatamente

] P |Vo|?
¢ :+I¢|
at 19 2

+ x =C(t),

doveC(t) e una funzione arbitraria del tempo. Questa relazimetta talvolta
teorema di Bernoulli per le correnti irrotazionali potenziali dipendenti dal

tempo. La funzione arbitrariaC(t) potrebbe essere fatta sparire dall'equazione
assorbendola nel potenziaje chee definito a meno di una funzione arbitraria

del tempo: basterebbe infatti aggiungere da funzione di una sola variabile

D) = ft C () dt’, visto che in ogni caso = V. L'eliminazione della funzione
arbitraria (e del tutto irrilevante}(t) € peb impossibile nel caso stazionario, per

cui conviene lasciare inalterato il membro di destra dell’equazione appeadetro

Cos essa potr essere specializzata al caso stazionario sostituendo semplicemente
la funzione arbitrari& (t) con una costant€.
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Quando il potenzialep = ¢(r,t) € gia stato determinato, possiamo risolvere
I'equazione di Bernoulli per correnti incomprimibili irrotazionali mgtazionarie
rispetto alla funzione incognit® ottenendo la seguente espressione esplicita della
soluzione

2
PILY _ 98t [VeC O e
g at 2
Pertanto, nelle correnti incomprimibili irrotazionali, la dipendenaatdmpo sia
del campo della velod@tu(r,t) = Ve (r,t) che del campo della pressiofe=
P(r, t) e determinata completamente dalla dipendenzatemporale della componente
normale della velocitby(r s, t) imposta sul contorno del campo di moto.

L'equazione di Laplace per il potenziale della velacitssieme alla relazione
precedente per la pressione permettono di determinare le correnti inaabifpri
irrotazionali mediante un procedimento che affronta in successione db&epn
disaccoppiati: prima si risolve il problema di Neumann pg(r, t) e poi si calcola
la pressiondP(r, t) tramite I'espressione esplicita scritta. Questo metodo consente
quindi una grande semplificazione rispetto al procedimento da segelireaso
piu generale di correnti incomprimibili non viscose con vordcitinfatti queste
ultime sono governate dal sistema costituito dalle due equaaooppiate scritte
all'inizio del paragrafo 4.1. La soluzione di tale coppia di equazéonifatti molto
difficile a causa della natundncolata del problema e della presenza del termine
non lineargu - V)u nell’equazione della quanditdi moto.

Ritorno al teorema di Bernoulli per correnti stazionarie

Nel caso particolare di una corrente stazionaria, la velaoirmale imposta sul
contornoS della regione del fluido non dipende dal tempo, ovaro= by (rs).
Ne consegue che anche il potenziale non dipende daverog = ¢(r) che saa
soluzione del seguente problema di Neumann

V2 =0,
¢

con il dato al contorno soggetto alla condizione glolfalg (rs) = 0. La soluzione

di questo problema armonico saovviamente definita a meno di una costante
additiva. In altri termini, se la funziong(r) & una soluzione, lo saranche la
funzioneg (r) + A, doveA € una costante qualsiasi.

@
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Nel caso stazionario I'equazione di Bernoulli precedente si semplifica in

P IV
=+
19 2
dove il valore della costanté € determinato dal valore @&, |V¢| e x in un punto
del fluido, diciamo nel punto;. In altre parole, il teorema di Bernoulli nel caso di
una corrente irrotazionale potenziale stazionaria significa che

+x=C,

2

PO OF v =c,
19 2

per qualunque punto nel fluido, doveC = (P(r1)/p) + %|V¢(rl)|2 + x(ry).
Questo risultato rappresenta una versione particolare del teorema diuBieper
correnti irrotazionali valida quand®possibile scrivera = Vg. Una tale rappre-
sentazione di una corrente irrotazionalsempre permessa se il fluido si muove in
una regione semplicemente connessa mentepsere impossibile per certi campi
di moto in domini molteplicemente connesBiutile ricordare che la presenter-
sione potenzialadel teorema di Bernoulli per correnti irrotazionali richiede quindi
che

e la corrente sia stazionaria,

e la regione occupata dal fluido ssemplicemente connessa,

e il campo di velocia sia irrotazionale,

o il fluido sia non viscoso,

e la corrente sia incomprimibile di dengitiniforme,

o le forze di volume agenti sul fluido siano conservative.
Risolvendo la relazione di Bernoulli rispettdPAr) si ottiene il campo della pres-
sione della corrente incomprimibile irrotazionale potenziale:

P() P 1
— ==+ 5[IV1l> — Vo (D) IP] + xa — x (1),

P p 2
dove Py = P(r1),¢1 = ¢(r1) e xa = x(r1). Se il campo di veloc# u(r) e
irrotazionale ma no® rappresentabile come gradiente di un potenziale (corrente
irrotazionale con circolazione non nulla in un dominio molteplicement@esso),
la pressione poircomungue essere calcolata in termini@i mediante larelazione

P(r) Py

1
5 =5t §[|u<r1>|2 — U] + x1 — x 0.

@
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Coefficiente di pressione (incomprimibile)

Un’applicazione importante del teorema di Bernoulli riguarda le coiregtdrno

a un corpo fisso quando il campo di moto e la pressione a grande distahza d
€SS0 possono essere considerati uniformi. In tale caso il valore deflsigme in

tutti i punti del fluido pw essere espresso in forma adimensionale considerando
la differenza fra la pressione nel punto e la pressione lontano dab,cdgve la
velocitae uniforme.

Indichiamo conPy, il valore della pressione del fluido nella regione lontana
dal corpo e corlJ = U X la velocita uniforme del fluido, sempre in tale zona.
Supponendo che non esistano forze esterne, per exli0, nel caso esaminato la
relazione di Bernoulli si pbiscrivere

PO By 2w o]

0 0

Si definisce alloraoefficiente di pressioneCp (r) in un punto generico del fluido
come la differenza fra la pressiori®(r) e la pressioné’,, lontano dal corpo,

normalizzata rispetto al valore dell’energia cinetica perauditvolume del fluido

in tale regione, ovvero, si pone

P() — Px
Ce(N = ——7—-
2Pt
Il coefficiente di pressione quindi unafunzione adimensionale i cui valori sono
proporzionali alla differenza fra la pressione in un punto del fluidi gressione
a grande distanza dal corpo. Esprimendo il campo della pressione meldiante
relazione di Bernoulli appena scritta si ottiene facilmente la formula

lu(r)|?
uz =’

Cp(r)=1-

cheé molto utilizzata nello studio delle correnti incomprimibili stazoie.

mte stazionaria attorno a una sfera

Applichiamo ora il procedimento per la determinazione di correnti incamipii
irrotazionali, basato sull’analisi svolta nei precedenti paragrafi 4.2,@lcalcolo
del campo di moto stazionario di due problemi interessanti e risalibforma

@
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percte la forza (per unét di volume) causata dalla pressiagndata d&VP.

Notiamo infine che nei problemi in cui il fluido entra nel domino (corrent
aperte e correnti esterne)possibile e si deve specificare il valore della pressione
su una parte del contorno al posto della vefboibrmale. In questi casi il campo di
pressione della soluzione delle equazioni incomprimibili non fial’prbitrariet
caratteristica delle correnti confinate e la pressidefinita univocamente in modo
assoluto poicé la variabileP compare anche in qualche condizione al contorno,
oltre che come argomento dell’operatore gradiente.

Condizioni di compatibilita dei e fra i dati

| dati delle condizioni iniziale e al contorng(r) e by(rs, t) del problema consi-
derato non possono essere assegnati in modo del tutto libero e inelipenénte
I'uno dall’altro. Gli effetti di questa limitazione riguardano dimattente il campo
della veloci inizialeup che dova essere necessariamente a divergenza nulla, in
virtu dell'incomprimibilita della corrente. In altre parole la vel@cibizialeup deve
soddisfare la condizione di compatitalit

V.uy=0.

Ma anche il dato al contorrim (r s, t) non pwo essere scelto in modo completamente
arbitrario. Infatti, integrando la condizione al contorno su tudtauperficieS, si
ottiene immediatamente

§ a-ur o= s,
S S

per ogniistante di tempo> 0. D’altra parte, in viri del teorema della divergenza
I'integrale al primo membro si gutrasformare in un integrale di volume, ovvero,

f V.u(,t) = ?g bn(rs, t).
\Y S

Siccome il campo della veloéitdeve essere a divergenza nulla jgér> 0,
I'integrale al primo membre nullo e quindi deve necessariamente essere

S

per ognit > 0. Questad una condizione di compatibgitglobale che il dato al
contornado, (rs, t) deve rispettare per ogni> 0 affincte il campo di velocié possa
soddisfare sempre il vincolo d'incomprimibait

@
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Nello studio delle correnti attorno a corpi che partono in modo inpaylsargo-
mento sul quale non ci soffermiamo, esiste una ulteriore condizionesgrene la
compatibiligfrail dato inizialeeil dato al contorno, s$e pert = 0. Quest'ultima
condizione di compatibilé ha la forma seguente

ﬁ-uo(r)ls= bn(rs, 0).

L'insieme delle tre condizioni di compatibiie quindi dato da

V.up =0,

fbn(l’s,t) =0,
s

f - Uo(f)ls e bn(rs, 0).

Nel caso dei problengazionari, non esiste alcun dato iniziale e il valore prescritto
sul contorno per la velo@tnormale non dipende dal tempo, abbiamadip =
bn(rs). Allora vi sam la sola condizione di compatibaiglobale

f‘ bn(rS) =0.
S

Fne della quantita di moto con la vorticita

L'equazione della quanétdi moto per una corrente incomprimibile pessere
scritta in una forma alternativa, ma del tutto equivalente, €lparticolarmente
utile nel caso di correnti stazionarie e di correnti irrotazionali. Medibidtentita
vettoriale

V(lul®) = 2ux VXu +2(u-V)u
il termine non lineargu -V)u dell'equazione della quansitdi moto pw essere
riscritto nella forma seguente

(U-V)u = (Vxu)xu+ 2V(juf?).

L Questa identé vettorialed semplicemente il caso particolare pet b della seguente idendit
V(a-b) = aXVxb + bxVxa + (a-V)b + (b-V)a, chee riportata nel paragrafo A.10
dell’appendice A.

@
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ani incomprimibili e funzione di corrente

Il campo della velocd di un flusso incomprimibile iue dimensioni pud essere
descritto mediante una funzione scalare chiarhatzone di corrente. Si tratta di
una grandezza molto utile in quanto, come indica lo stesso nome, queziarfe
ha una relazione molto stretta con le linee di corrente del campo.

Consideriamo un campo di velogibidimensionale piano,
u(x,y) = uX, y) X+ vx, )y
e supponiamo che il flusso descritto da esso sia incomprimibile. énctdoe
possibile introdurre una funzione= ¥ (x, y), che si chiamé&unzione di corrente,
e scrivere
d d
ay X
Le componenti della velodit cos definite soddisfano automaticamente la con-
dizione di incomprimibili& indue dimensioni in quanto si verificaimmediatamente

au dv  d Iy D oY
—t — = — — 4+ — | -
oxX dy oxay Yy X
in virtu del teorema di uguaglianza delle derivate seconde miste. Una p#opriet
importante della funzione di correntee conseguenza immediata della definizione
della velociau in termini della stessé:
d d oy o dyr a
uvy —u ¥ _ WY ey
X ay ay 9x ax ay
per cuiy e costante lungo una linea di corrente. Questo significa che le curve
Y = costante sono semplicemente le linee di corrente del flusso incompemibi
2D rappresentato da.

Definizione della funzione di corrente

Lafunzione di correnté (r, t) di un campo di velocitincomprimibile pianai(r, t)

e definita come la portata volumetrica del fluido che, in un determinaotest,
passa fra un punto di riferimentq = (X, Y,) (scelto arbitrariamente) e il punto
consideratd = (x, y). Inreal&, essendo il campo di moto considerato piano, la
portataé da intendersi per ugitdi lunghezza normale al piano del moto. In termini
matematici, la portata volumetrica di fluido che passa fra i pyrgir (per unit di
lunghezzag data dall'integrale di linea

Y(r,t) =f u(s, t) - f(s),

@



F. Auteri e L. Quartapelle: Fluidodinamica. Capitolo 3 — pagina 87 colore nero Novembre 8, 2006 @

L1

7L,

r!’

Figura 3.24 Il percorsolL 1 + (—L2)
€ una curva chiusa

Per una definizione di dominio
molteplicemente connesso si
veda il paragrafo B.3
dell’appendice B.

PARAGRAFO 3.9:  Flussi piani incomprimibili e funzione dimente 87

dovefi(s) e il versore normale alla curva nel punto di integrazien®e il campo di
velociau e a divergenza nulla, I'integrale considerato non dipemdel percorso
scelto ma solo dal punto iniziale e dal punto finale. Infatti, se consideriamo
due percorsi diverdi; e L, che partono dallo stesso puntpe terminano nello
stesso punto, come mostrato in figura 3.24, possiamo prendere il percorso chiuso
L1 4+ (—L>) ottenuto percorrendo prima e poil, in senso inverso al suo senso
originario. Calcolando I'integrale di linea lungo tale percorso ahiagremo, in
virtu del teorema della divergenza in due dimensioni,

?g u(s,t)-ﬁ(s):fV-u
Li+(=L2) \

a condizione che la curda; + (—L>) costituisca I'intero contorno della regioke
(ovvero se tutta la regione del piano compresd fr& L, appartiene al dominio di
definizione del campo vettorialg. In questo caso, essend@ divergenza nulla,
I'integrale di volumee nullo e quindi

yg u@s, t)-n(s) =0
L

1+(=L2)

da cui si ricava subito
r r
f u(se, t) - f(sy) =f u(se, t) - N(sp)
e L1 r.; Lo

con ovvio significato dei simboli.

Nel caso in cui invece la regione del piano compresalfrae L, contiene
un™isola” inaccessibile al fluido, ovvero se il dominio occupato dal ftuil
molteplicemente connesso, allora si deve tenere conto che il contormordell
gione in cui si applica il teorema della divergenza comprende anche la cungach
che rappresenta la “costa dell'isola”. Mala componenterthrmale a questa parte
del contornce nulla per la condizione di non penetrazione, per cui si ha ancora
'uguaglianza fra I'integrale di linea lungb; 4+ (—L32) e l'integrale di volume su
V. Pertanto anche nel secondo caso l'integrale di linea della componentalaorm
della velocia dipende solo dal punto iniziate e dal punto finale.

Una volta dimostrato che la definizionedix, y, t) identifica una vera fun-
zione della posizionéx, y) dei punti del piano, in ogniistante di tempgimane da
verificare che questa definizione implica le due relazioni esprimenti le coemi
cartesianal e v della velocia in termini divr, che sono state scritte all'inizio del
paragrafo.

@
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Nella definizione dij(r, t) possiamo esprimere il versore normalg) in termini

del versorer(s) tangente alla curva di integrazione tenendo conto che i tre versori
N(s), 7(s) e z costituiscono una terna ortogonale destra, pef¢sli = 7(S) x 2.

Un calcolo diretto mostra allora

1//(r,t)=f u(s, t) - 7(s) xizf u(s,t)x%(s)-i:/ [u(s, t) x dd;.

Siccomeu = (u,v,0) e ds = (dx, dy, 0), il prodotto vettoriale sotto il segno
d’integrazione si calcola immediatamente

(X,y)
ACAY; =f [ux, y,Hdy —v(x, y, t) dx]
%Y
per cui risulta:
z A (XY, )
U(X, ya t) - ay e U(X, y, t) = —78)( A

Un modo molto conveniente di scrivere le due relazioni che definiscono ppaam

2 Sy della velocit in termini della funzione di correnée
X
K\}éu u= (VW)xz

Figura3.25  Campo di veloci Questa relazione vettoriale p@ssere interpretata geometricamente: essa mostra
incomprimibile pianau(x, y) espresso  che il campo di velocit pianou € ottenuto, in ogni punto, facendo ruotare di 90
medianteVyr gradi il vettore gradient®y, in senso orario attorno a un asse normale al piano.

Il vantaggio di questa relaziorieil suo carattere vettoriale intrinseco che ne
permette I'uso anche in un sistema di coordinate del piano diverso da qagk-
siano. Ad esempio, se considero le coordinate pota#i) e ricordo I'espressione
del gradiente in tali coordinat&7 = f = + 6 +-2., osservo che nella formula vet-
toriale le componenti polari della velogiti, e uy sono espresse in termini della
funzione di corrente (r, 6) dalle relazioni

Loy v
T r 96 ar

Ur u@ -

Un campo di veloca piano cosdefinito soddisfa automaticamente la condizione
di incomprimibilita che in coordinate polari si scrive

10
2 quy+ 22 o
rar( r)+r89
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Infatti risulta

10 /0 10 a

Lo vy 19 9y _

ror\ a6 r a6 ar
per 'uguaglianza delle derivate seconde miste. La medesima rappresentaéone
per un campo di velo@tincomprimibile piano descritto in coordinate cilindriche

(R, ), nel quale caso la funzione di corrent€R, ) permette di esprimere le
componenti cilindriche non nulle della velagitramite le relazioni

1oy ay

U = —— Ug = — .
RT R0 o IR

Equazione della funzione di corrente

La variabile funzione di corrent¢gr € governata da un’equazione che interviene
in certe formulazioni alternative delle equazioni dei flussi incomprilinibidue
dimensioni. L'equazione si ottiene semplicemente calcolando la varsicilare»

a partire dalla definizione di e v in termini div,. Un calcolo diretto fornisce

v du 3 Ay 3 oY %y %y

W= — = — _—— _——_—— = —— =
ax 9y  9x X ay ay ax2  9y?

e quindi avremo I'equazione di Poisson bidimensionale
Vzw = —w,

doveV? & I'operatore di Laplace nel pianey. Questa equazione di Poisson ger

puod essere risolta soltanto se la vortiaitel moto bidimensionatenota, ovvero se si
conosce la funzione scalate= w(X, y, t). Sfortunatamente questa variabile deve
essere calcolata risolvendo I'equazione della vodti2iD introdotta nel paragrafo
precedenteE quindi necessario considerare le due equazioni assieme e costruire
un sistema di due equazioni che dovranno essere soddisfatte contempartmem

mema vorticita—funzione di corrente dei flussi piani

Nell'equazione della vorticét per flussi incomprimibili piané presente il termine
advettivou - Vw. Se velocid u a divergenza nulla espressa mediante la funzione
di correnteyr, un calcolo diretto mostra che

u-Vo =[(Vy¢)x2] -V = S_w%_a_w%

@
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mne della vorticita

L'equazione di Eulero della quarditi moto pw essere scritta

ou
— XU = —VH,
ot +w

dovew = VXU e dove sk introdotta la funzione scalare

Prendendo il rotore dell’equaziorepossibile eliminare il gradiente e fare tos
scomparire la quantitH che contiene la pressione ottenendo

0
a—:)+V><(w><u) =0.

Consideriamo ora l'identtVx (axb) = (b-V)a— (a:-V)b+aV-b—-bV.ae
usiamola prendendm= w eb = u. ll terzo termines nullo per 'incomprimibili&
(V-u = 0) e il quartoe nullo in virth della definizione di vortic#t, (V-w =
V. Vxu = 0) per cui otteniam® x (wxu) = (U-V)w — (w -V)u. Sostituendo
questo risultato nell’equazione precedente si ottiene

9
8—‘: +(U-Vw = (V)

oppure, ricorrendo al simbolo di “derivata” materiale introdotto nel pafag3.1,

Dw
— = (w-V)u.
D (w-V)

Questae I'equazione della vorticita per correnti incomprimibili in assenza di
viscosifi. Si noti che il termine contenente la pressi@gnecomparso; tuttavia

I'equazione coinvolge i due campi vettoriale w che sono inoltre collegati fra loro
dall'equazione

w = Vxu.

@
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Equazione della vorticita in 2D
Nel caso particolare di correnti in due dimensionigciali che

u=u(x,y,t)X+ovxy,ty e w=wlXY,t)2

allora

9
w-Vu=ol -0
0z

Di conseguenza I'equazione della vorticfier correnti piane sar

00 V=0
ot @=

oppure, ricorrendo ancora alla notazione della “derivata” materiale,

Dw

Dt
Sipuw quindi concludere che neiflussiincomprimibili non viscosi in dineahsioni,
quando le forze di volume presenti sono conservative, la vart{sitalare)» di
ciascuna particella di fluido si conserva. Nel caso particolare di flussi stazion
'equazione precedente siriduce a

u-Vo =0

per cui la vorticib w € costante lungo ciascuna linea di corrente.

2Rl Irrotazionalit & del flusso stazionario 2D incomprimibile non
viscoso attorno a un cilindro infinito di sezione qualsiasi

Un’applicazione interessante dell’'equazien&w = 0 si ha nel caso di un flusso
stazionario incomprimibile di un fluido non viscoso che investe peatjgetarmente
un corpo di forma cilindrica con sezione costante, essendo uniformedeitach
grande distanza dal cilindro. Sotto determinate condizioni quest@ffussessere
descritto con buona approssimazione da un campo di val2Bitnel piano di una
sezione. In tale caso vale I'equazione della vod&i@D appena scritta. Pertanto,
visto che tutte le linee di corrente provengono dall'infinito dozevélociiu e
uniforme e il fluido ha vortic& nulla, alloraw = 0 in qualunque altro punto e
quindi il flusso 2D considerat®irrotazionale.

@



