F. Auteri e L. Quartapelle endpaper tolourblack

IDENTITA’ VETTORIALI

Seu=uxX+uyy+uz2 allora (prodotto scalare)u - v = uxvx 4 Uyvy + Uzvz
V=oxX+uvyy+v,2 X ¥y 2z
W= wy K+ wy§ + wy 2 (prodotto vettoriale) uxv = [ux Uy Uz | = (Uyvz — Uzvy) X + (Uzvx — UxVz) ¥ + (Uxvy — Uyvx) 2
vx vy Uz

‘ fu-v
modulo diu = |u] = Vu-u = \/uZ + u? + u? angolo compreso fraev = cos™* <|u||v|>

identita dei prodotti tripli: U+ (VXW) =V-(WXU) =W-(UXV) UX(VXW) = (U-W)V — (U-V)W

IDENTITA’ CONTENENTI GRADIENTE, DIVERGENZA, ROTORE E LAPL ACIANO

] ] 9
V= f(i +§’;;_y +2§ operatore “nabla” o “del” FX,¥,2) = Fx(X. ¥, X + Fy(X, ¥,2) + Fz(X. y,2) 2

36 o6 9. _ aFx  9Fy  oF,
Vo(x,y,2) =grad¢(x,y,2) = — X+ =Y+ — V-FX,y,2) =divVF(X,y.2) = ==+ ——= + ——
d(X, Y, 2) = grad (X, Y, 2) ax><+ayy+azz (X, y,2) ivF(x,y,2) % + oy 9z

Xy oz

B |2 8 9

VXFX.y, 9 =rotFX.y.2 = | 55 3y 3z

F« Fy F

C(0F 9Fy\ ., (0Fx  9F\. . (9Fy  0F).
7(8y az>x+(az ax )Y\ ox ay ‘

ot a2 (@-V)F = (a-VFy) X+ (a-VFy) J + (a-VF;) 2

a-Vf =ay— +ay@ +az

ax 9z
V(¢y) = oVy + ¥ Vo V- (FxG) = (VxF)-G—F-(VxG)
V- (¢F) = (Vo) -F+ ¢ (V-F) VX (FxG)=FV:-G)-G(V:-F) - (F-V)G+ (G-V)F
VX (¢F) = (Vo) xF + ¢ (VxF) V(F:G) = FX(VXG) + GX(VXF) + (F-V)G + (G -V)F
Vx(Vg) =0 (rotgrad = 0) V- (VxF)=0 (divrot =0)

s s o

V2p(X,y.2) = V- Vo(X,y,2) =divgrad¢ = w2 otz VX (VXF)=WV(V-F)—V?F  (rotrot = graddiv — laplaciang

VERSIONI DEL TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO DIFFERENZIA LE

b
/ f/(t)ydt = f(b) — f(a) (teorema fondamentalein una dimensione)
a
/ Vg -dr = ¢(r(b)) — ¢(r(@) seC elacurva =r(t), (@ <t <b)
c

aF aF, ) ) . " .
// (a_xy - a_yx> dA:?§ EF.dr = ?§ (Fx(x, y)dx + Fy(x, y)dy) doveC & il contorno diR orientato positivamente (teoremadi Green)
R c c

// VXF-AdS= % F.dr = f (Fx(x, y.2)dx + Fy(x, y.2) dy + Fz(x, y. 2) dz) doveC & il contorno orientato d6 ~ (teoremadi Stokes)
s c c

Versioni tridimensionaliS € il contorno chiuso dV, con vettore normale esterfio

// V-FdV = ﬂF-ﬁdS / V-F=fF-ﬁ (teorema della diver genza)
v s % s
// Vo dV = ﬂd)ﬁds / Vo = f Xl (teorema del gradiente)
v s % s
// V><FdV=7ﬂF><ﬁdS /VXF=7fF><ﬁ (teorema del rotore)
% s v s
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COORDINATE POLARI PIANE

. N PN . ar ar
vettore posizioner =r cosd X +r sind § fattori di scala:h, = ‘5‘ =1 hyg= ‘@‘ =r
trasformazioner = /x2 + y2 X =T cosf base locale:f(8) = cosd X + singy X =coshi (@) — sinb @(9)
0 = tan2 (y, x) y =rsing 0() = —sind K + cosd § 9 = sind 7(9) + cosd B(9)
elemento di areadV =r dr do
campo scalaref (r, 6) campo vettorialeF(r, 8) = F (r, ) f(0) + Fy(r, 6) 9(9)
19f » ) ) 19 19F
gradiente:Vf = — £(9) + - 00) divergenzaV-F = F§(r Fr)+ -
[10 1 9F
rotore:  VxF=|>—(rF)—>—|2
Lrar ra
19 ¢ of 1 9%f [ Fr 2 0F
: 2 _ . 2 2 T 0 |~
laplaciano:V<f = Fﬁ(r ﬁ) 2302 lapl. vett.: VF = _V F — Tz EW] f(0)
I Fo  28F ],
2 0 T
Fo——+—=—16(
+_V9 r2+r239]()
) af  ay of . [ R | e (R .
advezionea-Vf = arg + T 3 advez.:(a-V)F = _arW + r (W - F9>] f(0)
[ 0F ag (0Fy A
+ _a{w + r (g + Fr)] 0@)
COORDINATE CILINDRICHE
vettore posizioner = Rcosd X + Rsingy +z2 fattori di scalathr = ‘ ‘ =1 hy= ‘ ‘ =R, hy= ‘ ‘ =1
trasformazione:R = v/x2 + y2 X = Rcost base localeR(9) = cosf X + sind ¥ & = cosd R(9) — sing 9(9)
6 =tan2 1(y, x) y = Rsing 0©9) = —sinO K +cosh § ¥ = sing R(9) + cosd H(9)
z=12 z=12
elemento di volumedV = RdRd6 dz
campo scalaref (R, 6, 2) campo vett.F(R, 0, 2) = Fr(R, 6, 2) IQ(G) +Fo(R, 6, 2) @(9) +Fz(R,0,2)2
Bf 1 9f 4 of . . 19 10F 9F,
gradiente:Vf = — R(O) + ﬁ o 0©) +o z divergenzaV-F = ﬁﬁ(RFR) +%30
1 JaF aF aF dF
rotore: VxF=|=22_2"1R@)+| LR _ 221 p
R30 9z Jz
10 10FRr |,
+ |:§_R RF:) EW]Z
19 af 1 92f  32f 2 0F | »
laplaci :2f=_—(R—) Sl lapl. vett.: V2F = | V2Fg— % — =20 | R
aplaciano:V RIR IR =T + 322 apl. ve V< V< Fr R2 30 ()]
2 oF
2 R
F IC
+ | VR — R2+R289]()
+[V?F]2
. of Bf of r ag Fo a Fr | 4
d Vicagh 20 0 dvez.:(a-V)F = |a-VF R(0 . 6@
advezionea-V 0R+Rde+azaz advez.: (a-V) _aVR R ] ()+[ )
+ [a-VF] 2
[ 9FR @&y [dFR oFR | »
=|lar—=—+= (= —F —|R@
_aR8R+R<80 g>+azaz] ®)
aFg ag [0Fy 0
— +=(—+F — |60
+ RIR R<86+R>+az ]()
oF;, ay oF; aFz | .
TI®RR TR T ZE] ‘
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COORDINATE SFERICHE

vettore posizioner = r sind cosg X + r sind sing ¥ +r cosd 2

trasformazione:r = v/x2 + y2 + 22

0 =cost(z/y/x2+y2 + 22)
¢ = tanZl(y, X)

X = sinf cos¢g
y =rsinf sing
Z=r cosf

elemento di volumedV = r2sing dr do d¢

campo scalaref (r, 6, ¢)

1 of -
r'sing 3¢ 2

e, 19f ,
gradiente:Vf = o f(o,¢) + " %0(6,@ +

19 af 1 3 af 1 9%f
sz:——(rz—) ——(sina—) -
r2or ar + r2sing 00 00 + r2sin e 9¢2

: of ay of ay of
advezionea-Vf =g — + —— — —
vez! &5 796 Tising o

- or ar ar .
fattori di scala:h, = ‘[—‘ =1, hy = ‘—‘ =r, hy = ‘—‘ =rsing
ar 20 E

base locale:f (6, ¢) = sind cosp X + sind singy + cosh 2
9(6, ¢) = COSY COSp X + COSP Singy — sind 2
B(¢) = —sing % + cosp§

X = sind cosep 7 (0, ¢) + cosd cosp BB, ¢) — sing P(¢)
9 = singsing i (0, ¢) + cosd sing B9, ¢) + cosp P(¢)
2= cosd (8, ¢) — sind B, )

C. Vett.:F(r, 6. ¢) = Fr (1. 6. 9) F(6, ¢) + Fo(r. 6. ¢) 06, ¢) + Fy(r. 6. §) p ()

1 0Fs

0 1 o0
divergenzaV-F = r2F —_ __(sing F, —_ ¢
vergenz r28r( r)-"_rsm(ﬂa(f(I 9)+rsm6 3

rotore:  VxF = [r si1n9 %(sine Fg) — ﬁ%] (9, ¢)
+ [ﬁ% - %%(Y%)]é(@, ®)
+ {%%(r Fo) — %%] b
V2F = [szr - % - rz;ng a(SiZZ - rzzng %] P©, ¢)
* [V2F¢ B r2§iqr>120 * rg(s:ior:ga % * r252in0 %] o)
@-V)F = |:a-VF, - M] (0, ¢)

+ |a-VFg +

agFr — cotd ayFy
r

ay(Fr + cotd Fy)
r

]éw,d»

+[a-VFgs +

[adF (3R L\ a1k ],
7|:a; ar+r<80 F9>+r(sin0 9p F¢>]r(0,¢)

i aFg ag [0Fy ay oFy A
+ _a; o T (80 +Fr>+rsin6 (a¢ cosf F¢>]0(0’¢)

[ 9F, agdFy, ap[ 1 aF 5
e Y e Ty | sine e +COIFy |+ Fr || 9@

] o)
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COORDINATE CILINDRICHE PER PROBLEMI ASSISIMMETRICI CON EV ENTUALE “SWIRL’

versori:R@) - R e 0@©®) — 6

campo scalaref (R, 2) campo vettorialeF(R. 2) = Fr(R.2)R + Fo(R.2)2 + Fo(R.2)
gradiente:Vf = 3—; R+ % 2 divergenza'V- F = %%(RFR) . ad_FZZ

rotore:  VxF = @ R+ %%(Rpe)z_,_ [% . %] 3
laplaciano:v*f = %%(R%) + (:;ZT; lapl. vett.: VF = [VZFR - % R+ [V2F]2+ |:V2F9 - %] 6
advezionea -Vf = aR;’T; 4 azdf advez.: (a-V)F [a VEg - aeg ] R+ [a-VF]2 [a —_—— ae?FR] 5

N>

oFR oFR  aFg | » IF; IF;
=|ap— +a,— - 2% a a
[ R3R T®%z2 TR ] [ * ]

R9R T %%z
aFe oFe  aFRr | 5
aR— tay—+ — |0
+|:R8R+ zaz+ R]

COORDINATE SFERICHE PER PROBLEMI ASSISIMMETRICI CON EVENT UALE “SWIRL’

versori:F (0, ¢) — F(0), 00, 6) — 0©@) e ¢@) — ¢

campo scalaref (r, 6) campo vett.F(r, 0) = F(r, 0) F(0) + Fa(r, 0)9(0) + Fy(r, 6)&5
gradiente: Vf = — r(9) + r} % 0) divergenzaV-F = é%(rzﬁ) + s ;9 (sing Fy)
rotore:  VXF = 1 (sm0 Fg) F(0) — 1o (rFy) )
I sing 90 roar
-1 e
laplaciano:V2f = %di( 2 %) + ﬁ%(sina %) lapl. vett.: V2F = |:V F— ﬁ - ﬁ%{g%)] ©®)
+ [VZF9 r23|n20 + r%%] 0]
+ [VZF¢ r23|n20] ¢
advezionea-Vf = a,rﬁ are % advez.: (a-V)F = a-VFr - M] f(9)
+[a-v, ¢ 2EZcoR i aq’F"’] o)
. :a-VF¢ . ag(Fr +rcot0 F(;)]

¢
S L N (L ,a¢_
_|:a{ar+r<66 ) ]

+ arﬁJr@(@nLFr) cotea‘z’ ]9(9)

L or o r \ 00

I 0F¢ 890F¢ a¢ N
+ — (Fy + cotd F,

Hlaomt Tt (Rt 0) | @
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COORDINATE CURVILINEE ORTOGONALI

trasformazionex = x(u, v, w), y=y(U,v,w), z=2z(U,v,w) vettore posizioner = x(u, v, w) X + y(U, v, w) y + z(U, v, w) 2
fattori di scala:h, ‘Br or h or base localefi(u ) 1 or V(u ) Lo W(u ) Lo
hy =|—|, == =|— LU, W) = ——, LU, W) = ——, LU, W) = ———
Y7 ou v o Y ow hy au h, ov h, dw
elemento di volumedV = hyhyh,, dudv dw
campo scalaref (u, v, w) campo vettorialeF(u, v, w) = Fy(u, v, w) G+ Fy (U, v, w) ¥+ Fy (U, v, w) W
o 1aof . 1af, 1 af ) . 1 3 3 9
gradiente:Vf = o 30 0+ e v+ 9w W divergenzaV-F = . [E(hvhw Fu) + ﬁ(huhw Fv) + m(huhv Fw)]
hyG  h,v  hyW
1 d (hyhy, of d (hyhy of d (hyh, of 1 9 9 ]
2 viiw ultlw ully .
- ) )« ()] et 2 2 2
Vo = ohh |:8u he au) T\ a0 T\ Ry aw)| OO VXFEa el e a e
hU FU hU FU hU) Fw
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EQUAZIONI DI LAPLACE E DI BERNOULLI PER CORRENTI INCOMPRIMI BILI IRROTAZIONALI DEI FLUIDI NON VISCOSI

V=0 Condizione di compatibil:
¢
s sV ﬂsbn(rs,t)dszo
Pt dp(r, vy |Ve(r,v2

(%):7115; ) | ¢(; )] M+ C)

EQUAZIONI DI EULERO PER CORRENTI INCOMPRIMIBILI DEI FLUIDI NON VISCOSI

0 vP
% +U-V)u+ - = g(r,t) Condizioni di compatibilia:
Veu—0 V-up=0
u(r, 0) = Uo(r) ﬂbn(rs,t)ds=0

s
A-u(r,t)g=bn(rs.t) - Uo(r);g = bn(rs, 0)

EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES PER CORRENTI INCOMPRIMIBILI DE | FLUIDI VISCOSI (NEWTONIANI)

1—? +U-Vyu—vVau+ VTP =g(r,t) [v="m/p] Condizioni di compatibilia:
0
V.u=0 V:to=0
u(r, 0) = uo(r) ﬂﬁ-b(rs,t)dszo
s
u(r,t)‘s=b(rs,t) ﬁ-uo(r)‘s:ﬁ-b(rs, 0)

EQUAZIONI DI EULERO PER FLUIDI COMPRIMIBILI NON VISCOSI

Forma convettiva: Forma intermedia: Forma conservativa con variabili conservative:

ap ap ap

— +u-V V.-u=0 — +V-:(pu)y=0 — +V-:(pu)y=0

st o+ p FTia (ou) praa (pu)

au VP a(pu a(pu

E+(U-V)u+7:g(r,t) (E’pt)+V~(pu®u)+VP:pg(r,t) (;)t)+V-(pU®U+PH):pg(I’,t)

de P 9(pe) a(oe

= +u-Ve+—V.u=0 P2 4V (peu) + PV-u=0 L )+V-((pe‘+P)U)=pu-g(r,t)

ot P ot ot

P=Pep), T=Tep P=P(ep), T=T(p P=P@Eep), T=T(p), e=e¢"=e+u?

EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES PER FLUIDI COMPRIMIBILI VISCOS | (NEWTONIANI)

Forma con energia interna: Forma conservativa con variabili conservative:
ap _ ap _
§+V(pu)70 at+V(;ou)70
d(pu a(pu
(zﬁ ) V- (pue U + VP = V-5 + pg(r. b ’(;’t L V. (pueu+PI) = V-5M) + pgr. )
a(pe a(pet
(E)Lt) +V:(peu)+ PV-u=V-:«VT)+Su):E (u) d(gte) +V- ((pet + p)u) =V. (KVT +u .g(u)) + pu-g(r,t)
S(u) =2pE ) +A(V-u 1 SU) =2uE ) +A(V-u) 1

EW) < &) =3[ - @+ V)u+ - @-Vou]. i.j =123 E@u <> @ U= 3[@-@-Voutray-@-viu], ij=123

P=Pp), T=T(ep) P=Pep), T=TEp, &= =e+iju?
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EQUAZIONI DI EULERO DELLA GASDINAMICA IN FORMA CONSERVATIV A

Equazioni in una dimensiong = pu]:

p+ax=0
2
q+<q—+P) =0
P X
t t a\ _
Et+((E +P)—> =0
P ) x

E' o t
P=P(7*ﬁ,l’ EH(/’»Q»E)

VETTORE DELLE INCOGNITE E FLUSSI DELLE EQUAZIONI DELLA GASD INAMICA

Problemi in una dimensiong[= pu]:

P q
2
q
= = —+P
w q |, f(w) P
gt (E'+P)

FORMA CONSERVATIVA E FORMA QUASI-LINEARE DELLE EQUAZIONI D ELLA GASDINAMICA

Sistema iperbolico in una dimensione:

w +[fw)x =

wt + A(w) wy =0

EQUAZIONI DELLA GASDINAMICA PER CORRENTI ISENTROPICHE IN F ORMA CONSERVATIVA

Equazioni in una dimensiong = pu]:
pt+ax=0

q?
QI+(7+P(P)> =0

X

[P =P(p) =P p)

AR Ee)

Equazioni in una dimensiong = pu]:

Bp Bq
at  9x

aq 93 (q

P|=0
()
dE! 9 q
—+—((E'+P)2 ) =0
(€ R))

E' o \_ t
P7P<7—ﬁ,p =T(p.q. EY

=0

Sistema iperbolico in una dimensione:

ow  of (w)
LW g
at + X

ow

Jw
- Al — =0
ot AW 5

Equazioni in una dimensiong = pu]:

Bp Bq
ot ax

99 q _
¥+&<7+ P(P)) =

[P =P(p) = PG, p)]

=0

Equazioni in pit dimensioni §| = pu]:

ap

et .g=0

m+V q
a—q+V-(q®q+P]I>:0
at

JE! ¢ q
e ((E +P); =0

Problemi in pli dimensioni § = pu]:

0 q
w=]|q |, f(w) = %+PH

t t a

E (E +P);

Sistema iperbolico in pi dimensioni:
Jw

o TVt =

dw
rr +Aw)-Vw =0
of (w)

ow

Aw) =

Equazioni in pit dimensioni §| = pu]:

Fiv.q=0
dt+q

dd? v. (—q®q + P(p)ﬂ)

[P =P(p) =P p)

EQUAZIONI DELLA GASDINAMICA PER GAS IDEALE ISOTERMO IN FORM A CONSERVATIVA

Equazioni in una dimensiong = pu]:

p+ax=0

q2
a + (— +a—12p> =0
P X

[a%0 = P(o)]

Equazioni in una dimensiong = pu]:

dp dq
Bt " ax

aq g
a%p) =0
at * ax< ra

[a%p = P(0)]

=0

Equazioni in pit dimensioni §| = pu]:

ap
— +V-q=0
pt TVIA=

N, v. (M +§2p11> -0
at P

[a% = P)]



