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Appendice Q

Il problema di Riemann
della gasdinamica

Introduzione Questa appendice dedicata allo studio del problema di Riemann
della gasdinamica, cil problema ai valori iniziali per le equazioni di Eulerouna
dimensione, soggetto a una condizione iniziale di tipo sp#rticolare. Essa costi-
tuita da un salto delle variabili fra due stati, con una distzione uniforme a sinistra
della discontinué e un’altra distribuzione pure uniforme a destra, finordiiito. La
soluzione del problema di Riemann dipende dai valori delléabili negli stati sinistro

e destro, e@ sempre di tipo similare, ossia tutte le grandezze hannalenevcostante
su ogni raggio del piano spazio-temporale uscente dal poiotd si trova inizialmente

il salto. Inoltre, la soluzion@ costituita in generale da tre onde distinte generate dal
disintegrarsi della discontinditiniziale e che si propagano con velaciteterminate.
Lo studio delle soluzioni dei problemi di Riemann ha quindigrande interesse per le
comprensione delle onde non lineari che si propagano neidudprimibili.

Esiste tuttavia un altro importante motivo per studiare rd@il problema di
Riemann e per costruire un metodo per la sua risoluzioneygeri iniziali arbitrari:
i metodi di calcolo moderni per la risoluzione delle equaridi Eulero in campo
transonico, supersonico e ipersonico si basano propii@ ssbluzione di problemi di
Riemann. Infatti, una volta suddiviso il dominio computamle in celle elementari,
contigue e senza sovrapposizione, chianvatami finiti, si procede all'integrazione
spaziale delle equazioni su ciascuna cella. Si ottengosialetie equazioni in forma
discreta, pronte per essere integrate nel tempo risolva@odai livello temporale tutti i
problemi di Riemann definiti a cavallo di ogni interfaccia @oppie di celle contingue.
Le tecniche di simulazione numerica delle correnti comfilnnei regimi suddetti
utilizzano quindi algoritmi che si basano sulla risoluB@satta o approssimata di un
grandissimo numero di problemi di Riemann.

In queste pagine il problema di Riemaaraffrontato considerando inizialmente
un gas dotato di propriattermodinamiche arbitrarie. La soluzione di tale problema
nella sua veste generadedefinita da un sistema di due equazioni non lineari in due
incognite, secondo un’impostazione introdotta dal primimee di questo testo assieme
ad Alberto Guardone. Questa formulazione originale deblerma di Riemanm poi
particolarizzata nel penultimo paragrafo al caso di gasl@@olitropico, chee di
grande interesse per le applicazioni computazionali, Eufteho paragrafo al gas di
van der Waals, sia politropico sia non politropico.

Per formulare il problema di Riemann della gasdinarticamodo scrivere le equazioni
di Eulero in forma quasi lineare scegliendo come variabitipendenti il volume
specificov (invece della densitp), la velocig u e I'entropia specifica del fluido
(invece della sua energia intergla Dato chev = 1/ p, € facile trasformare I'equazione
di conservazione della massa in un’equazione per la végiapottenendo:

8v+uV V.u
— Vo =v V-Uu.
ot

Ricordiamo inoltre che, in assenza di urti e discont@éuitequazione di bilancio
dell’energia interna, quando la visc@si la conduzione termica del fluido possono
essere considerate trascuralglgequivalente all'equazione di trasporto dell’entrapia

as
— 4+u-Vs=0.
ot

@
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Di conseguenza il sistema delle equazioni di Eulero pereatirunidimensionali poi
essere scritto come

ov Jdv au _

— +u— —v— =0,

ot T Yax TV ax

8u+u8ujL P 8v+ aP\ 0s 0
— —tv\— ) —t+tv\ =) — =0
ot 0X v /40X as /, 90X

ds ds

— 4+u— =0,

8t+ 0X

doveP = P(s, v) rappresenta un’equazione di stato del fluido. La scelta daliabili
termodinamiche e s al posto dip ede none obbligatoria, ma permette di ottenere
alcuni risultati in modo pi immediato, oltre a costituire un utile esercizio per ingpar

a usare delle variabili alternative rispetto a quelle usuiatroducendo il vettore delle
incognite e la matrice

v u —v 0
W = u e A(W) = v(%—i)s u v(%)v
S 0 0 u

il precedente sistema iperbolico non linear® pssere scritto nella forma compatta

ow ow
— +A(w) — =0.
8t+ ()ax

Problema agli autovalori e velocita caratteristiche

Come ga discusso nel paragrafo 9.10, gli autovalori della matti¢e) del sistema
iperbolico forniscono le velodit con cui si propagano le informazioni nel fluido.
In generale gli autovalork. di una matriceA si ottengono risolvendo déquazione
caratteristica

detA — Al) =0.

Nel caso fluidodinamico in esame, la matrice del sistem&agieo dipende dal vettore
W per cui anche i suoi autovalori saranno funzionerdiQuesto legame di dipendenza
e fondamentale per stabilire le caratteristiche fisichiefti delle onde che possono
propagarsi nel fluido considerato. L'equazione caratieaslel nostro problema agli
autovalori sai quindi scritta nel seguente modo

u—Aa —v 0
detA(w) — 2w 1] = |[v(%), u—2r v(55),| =0

0 0 u—Aa

Sviluppando il determinante secondo gli elementi delhué riga si ottiene
u—a -V

u-=n[ .
v(%)s u-—2a

e calcolando il determinante>2 2 si ha

u-nlu-n’+ vz(—apa(ﬁ’“))s] =0.

Introducendo ora la velogitdel suono

SHEEE)

@
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I'equazione caratteristica assume la forma seguente
u-n[u-n?-c? =0

e gli autovalori sono le soluzioni delle due equazioni
u—1=0 e (@u-1»?-c?=0.

| tre autovalori, ordinati in modo crescente, sono quindi
A1 =U-—C, A2 = U, A3 =U-+C.

Volendo indicare esplicitamente la dipendenza delle vglaaratteristich@1, A2 e A3
dallo statow del fluido scriveremo pi estesamente

A‘l(W) =Uu- C(S, U), )"Z(W) =u, )‘*3(W) =u+ 0(37 U)'

Il confronto con quanto ottenuto nel paragrafo 9.10 mostesgti autovalori del sistema
iperbolico non dipendono dalla scelta particolare deltéadli, come, ad esempio, u
es, nel calcolo presente.

Per comprendere come il carattere non lineare del sistezmiadfico si realizzi nei
suoi diversi autovalom® necessario determinare gli autovettori associati agivalori.
Per fare queste sufficiente sostituire I'autovalore nella matrice defesisa e risolvere
poi il sistema lineare omogeneo risultante. Consideriadnpoiino autovalorer; =
u — c(s, v); la sostituzione negli elementi diagonali della matricenfsce il seguente
sistema lineare omogeneo:

c(s, v) —v 0 V1
v(55)s s v(Gg), || V| =0
0 0 c(s, v) S

nelle tre incogniteVi, U1 e S, dovec(s, v) € la velocik del suono. Per la terza
equaziones; = 0 e il sistema si riduce a

c(s,v) —v \Y1 0
(—cZ(s, v/v cs, v)) <U1> B

Le due equazioni sono la stessa equazio(g ) V1 — vU1 = 0, per cui I'autovettore
e definito a meno di una costante di normalizzazione e, sdomaaalimitazione di
generalig, si pw scegliere come autovetto(®;, U1, 1) = (v, c(s, v), 0). In modo
analogo si ottiene I'autovettore associato al terzo alwogas = u+c(s, v), che si po
prendere coméVs, U3, S3) = (v, —c(S, v), 0). L'autovettore associato all'autovalore
intermedio), = u si ottiene scrivendo il sistema

0 —v 0 V2
v(%)g 0 U(%)v U2 =0
0 0 0 S

Dalla prima equazione segle = 0 e il sistema si riduce a

<<i> <3>)(;) -°

La prima equazione soddisfatta comunque mentre la seconda equazione rchied

w3
9P 9P
(502 + (55), 2 =0.
w Pertanto, si pai scegliere il secondo autovettorez, Uz, $) = (—(38),.0. (52)).
Scriveremo i tre autovettori insieme nel modo seguente
=)
ri (W) v _(%_S)v v
rl(W) = C(Sv U) ) rZ(W) = 0 ) r3(W) = _C(Ss U)
w1 w2 apP
0 (_v)s 0

Figura Q.1 Autovettore locale; (w) inw

@
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m Non linearita genuina e degenerazione lineare -
Ciascuno degli autovettorj (w) definisce un campo vettoriale nello spazio dei vettori
wy w = (v, U, s). Ciascuno degli autovalokij (w) definisce a sua volta un campo scalare
Vo nello stesso spazio a tre dimensioni. Il gradiente di ogtuvalore costituisce un altro
wh(W) campovettoriale, ViyA (W), sempre nel medesimo spazio, d&grappresenta appunto
I'operatore gradiente nello spazio dei vettari
Nel caso delle equazioni di Eulero della gasdinamica i caporiali del gradiente
+ — costante dei tre autovalori soné)c N
w1 —(50)s 0 (50)s
VwA1(w) = 1 o VwrowW) = 1], Wis(w) = 1
Figura Q.2 Linee dilivello sc sc
dell'autovalorer e campo vettoriale del _(%)U 0 (a_s)u

suo gradient&/ A

w1 w2

Figura Q.3 Non lineari& genuina:
ri(w) - Vi (w) # 0, Yw

La natura non lineare o meno degli autovalori dipende da emapbecisa relazione
geometricatra il campo vettoriale dell’autovettore considerato eitnpo vettoriale ot-
tenuto come gradiente dell’autovalore corrispondentes@@ieriamo allora il seguente
prodotto scalare nello spazio dei vettari fra il campo vettoriale di un autovettore e
quello del gradiente dell’autovalore corrispondente:

r(w) - Vwi(w).
L'annullamento di questo prodotto in un purwandica I'ortogonalia fra i due campi
nel punto stesso.

Se questo prodotto scalare non si annulla mai per qualungakora I'autovalore
e dettogenuinamente non lineare In questo caso isegno del prodotto scalare lo
stesso per qualunque vettawepermesso. Al contrario, se il prodotto scalaraullo
per ogniw, l'autovalore si dicdinearmente degenere

Nel caso delle equazioni di Eulero della gasdinamica si iedeediatamente che
il primo e il terzo autovalore sono tali che

raw) - Vwhiw) = —v(S) +¢c.  raw) - Viwhaw) = v(5), —c.
Pertanto questi autovalori saranno genuinamente nonriline@eno a seconda del
valore dell'espressione— v(2¢).. E immediato ricavare che
ac(s, v) ac(s, p) _ d[pc(s, p)]
=c(s,p)+p = =
v ap ap
dove nell'ultimo passaggié stata introdotta la grandezza adimensionale

c(s,v) —v

cl,

r

1o[pc(s p)l
G ap ’

chiamatalerivata fondamentale della gasdinamical prodotti scalari relativi al primo
e al terzo autovalore si possono allora scrivere come

ri(w) - Vwi1(w) =crl” e ra(w) - Vywis(w) = —cr.

Come gli autovalori, anche il loro carattere genuinamertda lineare oppure li-
nearmente degenegeuna proprigt intrinseca del sistema iperbolico; esso dipende
dall'annullamento dei prodotti scalari indicati e quekimo e determinato esclusi-
vamente dal valore della funziong. In altre parole, la non lineaéitgenuina e la
degenerazione lineare di ciascun autovalore risultareres$s stesse qualunque siano
le variabili usate per calcolare il prodotto scalare. Neus® supporremo sempre
che risultiI” # 0 in tutto il campo dei valori permessi delle variabili terdimmamiche.
Questa condizione sempre verificata sempre nel caso di gas ideale politropéral
quale si vede facilmente ché = %(y + 1). Anche nel caso di gas di van der Waals
la condizioneg verificata, tranne che per i gas con molecole aventi almeatoriii e
purcle il gas si trovi in una regione molto piccola di condiziomn®dinamiche. La
perdita di non linear# genuina sa comunque esclusa dalla nostra analisi.

@
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w3
Vo (w)

ra(w)

w1 w2

Figura Q.4 Degenerazione lineare:

ro(w) « Vwiao(w) =0, Yw

m Generalita del problema di Riemann

PARAGRAFO Q.3: Generafitdel problema di Riemann A-5

Si pw notare che I'annullamento deII’espressi«uma-v(g—f))s puod essere stabilito anche
esaminando la derivata seconﬁ%%”). Infatti, un calcolo diretto mostra che

PP(s,v) 50 , AP(S, p)
w2 F ap P p

[, 9P(s, p) 9%P(s, p)
=p°|2p + p? >
ap ap

AP(s, p) 32P(s, p)
= 3|2
P12, +p 32

i ac? ac
L ap /s ap /s

2cl ac(s, v):|

=Zlc—v
v3 v

. . 2 R . .
Vale la pena di osservare che la derivata seccﬁt@ﬁi) e semplicemente la derivata
terza della relazione fondamentale:

92P(s,v) & v)
502 = =€ (S, v),

per cui la perdita di non lineaétgenuina risulta connessa con le progrietrmodi-
namiche fondamentali del gas in esame, ma nangasere garantita dalla sua stahilit
termodinamica, che dipende solo dalle derivate seconde.

Consideriamo infine I'autovalore intermedio: si vede fa&hte che risulta
ra(w) - Vprow) = —(28) x 0+0x 1+ (48), x 0=0,

per cui il secondo autovalogesempre linearmente degenere, indipendentemente dalle
propriet termodinamiche del gas considerato.

Quanto ricavato mostra che il sistema iperbolico delle eigma di Eulero ha
un caratteramisto, contemporaneamente non lineare e IineaF?equesta una pro-
prieta strutturale delle equazioni della gasdinamica in una dgiome che ha anche
un corrispettivo ancora pifondamentale nelle equazioni multidimensionali. Nebcas
unidimensionale la presenza dell’autovalore intermeitiedrmente degenere con le
sue caratteristiche specifiche permette di formulare inaomadurale le equazioni che
definiscono il problema di Riemann e ne permettono la risohe come si vear piu
avanti.

Come anticipato nell'introduzione il problema di Riemarella gasdinamica un
problema ai valori iniziali per le equazioni di Eulero in udamensione, con una
condizione iniziale molto particolare: le incognite debplema hanno un salto in un
determinato punto, normalmente per= 0, e hanno una distribuzione uniforme a
sinistra e uniforme a destra della discontiaufino all'infinito. Mancando qualunque
scala spaziale nella definizione del problema, la soluzitave essere di tipo similare,
ovvero il valore di tutte le variabili sarcostante su ciascun raggio del piano spazio-
temporale uscente dalla discontirzuihiziale. La soluzione del problema di Riemann
dipendea evidentemente dai valori delle variabili nello stato stid e nello stato
destro.

@
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A prima vista, si potrebbe ritenere che I'evoluzione deldtua partire dalla discon-
tinuita debba essere la propagazione del salto iniziale con urandeata veloc.
Infatti, da quanto studiato nel paragrafo 11.2, sappiang& gbando si considera un
salto particolare in cui la velogite la pressione non variano nell’attraversamento di
esso mentre la denaifovvero il volume specificog discontinua, la soluzione delle
equazioni di Euler@ una discontinuit di contatto che trasla con la velacihiziale
uniforme del gas. Tuttavia noi siamo interessati al problelirRiemann generico con
valori arbitrari delle 3 variabili, sia a sinistra sia a destra del salto, neenél caso
particolare appena considerato i valordde variabili erano determinati dagli altri dati
iniziali del problema. Una situazione simile si incontt@se anche nel caso in cui i
dati a sinistra e destra della discontigufossero scelti in modo da soddisfare le tre
condizioni di salto di Rankine—Hugoniot dell’'urto normaiscusse nel paragrafo 11.3,
0 meglio una loro versione scritta in un sistema di riferitoamon solidale con I'urto
stesso. In altre parole, viene ¢@&liminata la restrizione che I'urto sia fermo. In tal
caso, la soluzione del problema di Riemann sarebbe unalaingda d’urto che si
propaga con una determinata velacitAnche in questo caso tutti i valori iniziali non
sarebbero pérarbitrari, bensvincolati ancora daue relazioni. Infine, un terzo caso
in cui i valori iniziali delle variabili a cavallo del saltcoso soggetti sempre due
vincoli e quello delle onde di rarefazione instazionarie studietgparagrafo 11.5. In
guesto caso I'entropia specifiéala stessa a sinistra e a destra ed esiste un ulteriore
vincolo sui valori iniziali da rispettare affinéHa soluzione del problema possa essere
effettivamente un’onda di rarefazione.

In tutti questi casi particolari esaminati, I'esistenzalde vincoli sui dati iniziali
del problema di Riemann ha come conseguenza che la suaswézcostituita da
unasola onda—discontinué di contatto, onda d’urto oppure onda di rarefazione. Se
si esamina invece un problema generico, tutti i sei dati forniti in modo arbitrario e
indipendente, allora la soluzione aguil complicata e comprendem generale pi di
un’onda. Se si rimuove uno solo dei due vincoli, la soluzicomprendex in generale
due onde mentre se si rimuovono entrambi i vincoli alloradl@zmone comprendar
in generale tre onde. In altre parole, la soluzione del gmll di Riemann della
gasdinamica consiste normalmente di tre onde distinteceiea delle quali, in alcuni
casi particolari, potr avere intensitnulla e quindi pott non comparire nella soluzione.

Se ora ricordiamo il problema del tubo d'urto e la sua soloeidiscussi nel
paragrafo 11.6, abbiamo visto che in quel caso la discoindinniziale si disintegra
in tre onde. L'onda intermedia una discontinuét di contatto che si propaga con
la velocit localeu del fluido, che coincide con I'autovalore intermedio (limeante
degenere) del sistema iperbolico. Le altre due onde si geopmacon velocit che sono
inrelazione con le veloditcaratteristiche degli autovalori estremi; c eu+-c: nel caso
del tubo d’urto esaminato, le onde sono un’onda di rarefezihe si propaga nel gas
verso sinistra e un’onda d’urto che si propaga verso deSwaiamente, con condizioni
iniziali invertite, ossia con una sovrapressione del gdis megione a destra rispetto
a quello della regione a sinistra, si avrebbe la propagazibun’onda d’urto verso
sinistra e di un’onda di rarefazione verso destra. Qugstadiisoluzione, con un’onda
di rarefazione e un’onda d'urt& frequente ma nog l'unica possibile in presenza
di tre onde. Infatti, fermo restando che I'onda intermesligempre una discontinait
di contatto, il problema di Riemann ammette anche soluztoni due onde d’urto
oppure con due onde di rarefazione. Queste soluzioni posawificarsi a condizione
che i due valori iniziali della velodit comportino, rispettivamente, la collisione fra le
porzioni di gas ai due lati della discontinaijnel caso in cuily; > 0 eu, < 0, oppure
I'allontanamento relativo, se invece < 0 eu, > 0. In particolare, nell'ultimo caso
di formazione di due onde di rarefazione sidpanche raggiungere una condizione
di rarefazione estrema che comporta la separazione dedlepdrzioni di gas e la
conseguente formazione di una zona di vuoto fra di esse.rduesione, la soluzione
del problema di Riemann sacostituita da tre onde, di cui I'onda intermediaempre
una discontinué di contatto mentre le altre due onde possono essere irdifeanente
un’onda d’urto oppure un’'onda di rarefazione. Ognuna de#ieonde pot essere

@
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eventualmente di intensitnulla. Infine, nel caso in cui le due onde estreme sono
entrambe onde di rarefazione, si @oénche verificare la formazione di una regione di
vuoto fra le due parti di gas che si allontanano 'una ddHéal

Interpretazione geometrica

Come mostreremo piavanti, i valori iniziali del problema di Riemann permeito
di stabilire il tipo di onde della soluzione senza dover®lviere esplicitamente il
problema. Alternativamente, la soluzione completa debl@ma di Riemann pu
essere determinata anche senza sapere se la prima e lan@azappresentino un’'onda
d’'urto piuttosto che un ventaglio di rarefazione, ma scogeeil loro tipo solo al
termine del procedimento risolutivo. Seguiremo questoisdc metodo e adotteremo
un’interpretazione geometrica diretta del problema dnfien che sfrutta le propriet
strutturali dell'onda intermedia che, comagiettog in ogni caso una discontinaitli
contatto.

Consideriamo lo spazio tridimensionale delle variabili P, u) ed esprimiamo
i dati iniziali del problema in tale spazio, per cui avremouiedpunti(v,, Py, uy) e
(vr, Pr, ur). La discontinuia di contatto separa due stati che possiamo indicare come
(Ux.t, Ps, Uy) € (Vs r, Pu, U,) dato che la pressione e la vel@c#ono le stesse e che solo
il volume specifico (ovvero la denaite discontinua. La soluzione del problema di
Riemann consiste allora nel determinare i vaiqri, v.r P, eu, e nel determinare al
contempo il tipo di onda — urto o rarefazione — che si verifisinatra e a destra della
discontinui& di contatto. Possiamo formulare il problema come la rceedlo spazio
delle variabili(v, P, u) dei due punt{v, ¢, P, U.) € (vsr, Py, U,) che corrispondono ai
due stati intermedi del gas fra gli stati iniziédi;, P, ug) e (v, Pr, ur). Il primo stato
intermedio(v, ¢, P, U,), & sinistra della discontinditdi contatto, sar collegato allo
stato iniziale sinistr@ve, Py, Uy) da un’onda d’urto oppure di rarefazione; similmente
il secondo stato intermedi@s,.r, P,, U,), a destra della discontinaitdi contatto, s&r
collegato allo stato iniziale destto;, P;, uy) da un’onda d’urto oppure di rarefazione.
Il tipo dell'onda a sinistra e il tipo dell’'onda a destra dig®no dai valori incogniti
Vs.ts Usr , Py €Uy, € quindi potranno emergere alla fine del procedimentoaduisone.
D’altra parte la scelta fra il tipo di onda che si ha a siniswane pure quello a destra
dipendea dal fatto che I'onda paressere un urto solo se I'entropia aumenta mentre in
caso contrario I'onda doaressere un ventaglio di rarefazione. Perigas che soddisfan
la condizione di non lineadt genuina e cod” > 0, come i gas ideali politropici,
'onda d'urto € necessariamente compressiva, per cui la demgt gas aumenta,
mentre il ventaglio di espansiomesempre rarefattivo, per cui la demsdiminuisce.
E possibile quindi scrivere le funzioni che incorporanosjaescelta confrontando il
volume specifico con i valori noti diy e divy.

m Discontinuita di contatto -

Ricaviamo ora le caratteristiche proprie della discontandi contatto. Consideriamo
un’onda che si propaga con la vela@cidlata dall'autovalore intermedio del sistema
iperbolico delle equazioni di Eulero e determiniamo I'ameéato delle variabili in
un’onda di questo tipo. Questo processo consiste nel detarera funzione vettoriale
w = w(q) che soddisfa il seguente sistema di equazioni differeird#hiprimo ordine

d—W— (@) ra(w)
dq_aq 2(W),

doveq & un parametro che rappresenta la variabile indipendentérene(q) € una
funzione arbitraria la cui scelta fissa una determinatapatdzzazione della soluzione.
Data la forma del secondo autovettorgw) delle equazioni di Eulero, le equazioni

@
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del sistema si scrivono come

dv aP(s, v)
ﬁ = —a(q) s
du

~“_0

dq ’

ds ( )BP(S, V)
dq =D

Pertanto la veloc#tu e costante nell’onda considerata. Inoltre, prendend@paeo
della prima equazione con la terza si ottiene

dv _ 9PGs, v)/aP(s, v)

ds as v

Se ora definiamo la funzione (di tre variabili)
@(s, v, Pg) = P(s,v) — Po,

'equazione

&(s,v,Pp)=0

rappresenta la definizione implicita di una funziane v(s) per un valore fissat@;.
La derivatadv(s)/ds di tale funzione si calcola mediante il teorema di derivagio
della funzione implicita:

a@ (s, v, Po) aP(s,v)

dv _ s ___ 3s
ds 0P (s, v, Po) oP(s,v)’
v v

dato chePy € una costante. Dal momento che I'espressione della derivedlicita
coincide con la derivatdw /ds lungo I'onda considerata, la pressidAeimane costante
nelllonda. In conclusione, comeajvisto nel paragrafo 11.2, nella discontidudi
contattou(q) = u, e P(q) = P,, doveu, e P, denotano i valori costanti della veloait
e della pressione nella discontirauitli contatto. Naturalmente, la terza variahile
potra essere discontinua e quindi indicheremo epp e v, il volume specifico del
gas rispettivamente a sinistra e a destra della discot#inui

m Equazioni del problema di Riemann -

A questo punto possiamo sfruttare queste pro@r&tutturali dell’'onda intermedia
per scrivere le equazioni che definiscono il problema di Riem Indichiamo con
u(v; €) e P(v; @) rispettivamente la velodite la pressione dell'onda che lega lo stato
sinistro€ = (v, Py, Ug) con uno stato di volume specifieaqualsiasi. Le due funzioni

u = u(v; £ e P = P(v; € avranno una forma analitica diversa a seconda che 'onda
sia un’onda d'urto o di rarefazione edcilipendea dal fatto chev assuma un valore
inferiore (urto) oppure superiore (rarefazione) rispattpello divy. In modo analogo,
sianou(v; r) e P(v; ), rispettivamente, la velodite la pressione dell’onda che lega lo
stato destra = (vy, P, uy) con uno stato di volume specifieoqualsiasi. Anche la
forma di queste due funzioni sadiversa a seconda vi sia un’onda d’'urto o un’onda di
rarefazione e la scelta dipende dal valore dispetto a quello diy. Precisamente, le
funzioni della velocia introdotte avranno la forma seguente

u@(v; ) sev > vy uar

u(v; €) = e u(v,r) =
(®: 6 {URH(v;E) sev < vy 1)

(v;r) sev > vy

uRH(v; ry sev < v

@
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Le funzioni della pressione
dipendono dai valori delle sole
variabili termodinamiche nello
stato sinistro e destro e non dai
valori della velocia. Per non
appesantire la notazione
introducendo altri simboli,
guesta dipendenzaindicata
dagli stessi vetto er usati
nelle funzioni della velocd, le
quali dipendono invece da tutte
e tre le grandezze dello stato
considerato.
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dove gli indici"™ e RH denotano, rispettivamente, la soluzione dell’onda difeaiene

e la soluzione dell’'onda d'urto fornita dalle condizioni Rankine—Hugoniot, che
saranno ricavate piavanti. Notiamo che in tutte le funzioni che definisconodpuita

si dovrebbe indicare anche l'autovalore al quale si rifen®: ad esempio la funzione
u(v; &) si riferisce al primo autovalorg; ed & quindi diversa dalla funzione(v; r)
che si riferisce al terzo autovalokg, per cui per mostrare questa loro differenza si
dovrebbero scrivere, ad esempio, comév; €) e uz(v; r). Tuttavia, nel seguito, per
non appesantire troppo la notazione, questo fatto rénsottinteso nel senso che la
presenza della variabikenelle funzioni che definiscono la velogitndichea sempre
che si considera la curva uscente dallo statbconnessione con l'autovaloig e in
modo analogo la variabilesa@a sempre associata all'autovalorg

Le funzioni relative alla pressione sono

P'@(v; €) sev > vy

P'@(v;r) sev > v
P(v; € = pRH

e P;r)= : pRH

(v; €) sev < vy (v;r) sev < vy

e sono invece indipendenti dall’autovalore che si consider

Risolvere il problema di Riemann significa determinare oviab, ¢, v, Py €
u, che caratterizzano le condizioni a cavallo della discaitindi contatto. Per
semplificare la notazione indichiamo le due incognite @oB= v,y € W = v,y.
L'uguaglianza dei valori della velocite dei valori della pressione sui due lati della
discontinuit di contatto richiede chee w siano soluzione del seguente sistema di due
equazioni

u(v; &) = u(w; r),
P(; &) = P(w; 1),

che si scrive nella forma standard:

{ o, w) =0,
Ve, (v, w) =0,

avendo definito le due funzioni

P (v, w) = u(v; €) —u(w; r),
Y, w)=P; € — P(w; ).

Per risolvere il sistema mediante il metodo iterativo di lawsi deve il calcolare la
matrice jacobiana:

0be.r(v, w) e, (v, w) du(v; € du(w;r)
0, ¥) v ow . dv  dw
v, w) | W@ w)  Ien@.w || dP@;H  dPw:n)
v qw dv  dw

Una volta determinata la soluziorie, w) = (v. ¢, v.r) delle due equazioni, gli ele-
menti finali della soluzione del problema di Riemann sonmifodai valori u, =
u(v; ) =u(w;r)eP, =P; £ = P(w;r).

L'esistenza e unicit della soluzione del problema di Riemann della gasdinamica
puo essere dimostrata sotto la condizidegP, v)/dv > 0. In questo caso il metodo
di Newton converger alla soluzione puréhla condizione di tentativo iniziale sia
sufficientemente vicina alla soluzione. In particolareomodo e risulta anche efficace
prendere come soluzione di tentativo iniziale la media @ iniziali del volume
specifico nello stato sinistro e destro, ovvep= win = %(ve + ).

@
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m Onde di rarefazione I |

Determiniamo ora I'andamento delle variabili nel caso’detia di rarefazione. Questa
soluzionee gia stata calcolata nel paragrafo 11.5, risolvendo le eqoiezamnprimibili
instazionarie e determinando quindi come le variabili dgmmno dalle coordinate spazio
temporalix et. In questo paragrafo siamajinteressati a descriveredtato del fluido
lungo I'onda di rarefazione che non alla sua evoluzioneongdazio e nel tempo, ma
I'impiego della variabile di similaréié = x/t risulta ancora adatta per parametrizzare
la curva integrale dell’'onda di rarefazione.

Consideriamo I'onda di rarefazione che connette uno stsgegnatdvi, U;, §)
del fluido, il cui motoe governato dalle equazioni di Eulero in una dimensione.
L'andamento delle variabili all'interno dell'ondadeterminato dalleurve integrali as-
sociate al modo genuinamente non lineare del sistemaatimcurve che sono tangenti
in ogni punto alla direzione dell’autovettore corrispontde Le onde di rarefazione
associate al primo e al terzo autovalore, indicathga(w), sono definite dalle curve
integraliw = w(q) soluzioni del seguente sistema di equazioni differenpiainarie

dw
E = a(q) rys(w),

soggetto alla condizione iniziale(qg) = w; = (vi, Uj, §), dovea(q) € una funzione
arbitraria che determina una parametrizzazione partiealalla curva. Naturalmente,
per il primo autovalore avremio= ¢ e per il terzo autovalore=r.

Dato che i due autovalori considerati sono genuinamente lineari, risulta
ry3(w) - Vagys(w) # 0, Yw. In questo caso il parametro della curvaopessere
scelto in modo da farlo coincidere con I'autovalore lungodava e sax allora indicato
con &, ovvero si pone& = iq3(w(£)). Derivando questa relazione rispettd ai
ottiene 1= Viy3(w) - dw/dé = Viq3(W) « a (&) ryz(w) = £a(€) c(s, v) I'(s, v) da
cui seguex (&) = t£1/c(s, v) I'(s, v) e il sistema si scrive in forma canonica

dw +r13(w)

d¢  c(s,v) (s, v)’
dove abbiamo utilizzato la derivata fondament&ie, v) introdotta nel paragrafo Q.2
e dove il segno superiore si riferisce al primo autovalorenentre quello inferiore al
terzo autovalore.s. Il sistema deve essere risolto con la condizigne: Ay3(w;) che
definisce il valore iniziale della variabile indipendemtefinzione dei dati iniziali.

Nel caso del sistema iperbolico delle equazioni di Eulesy, Ip caratteristiche
degli autovalori e del campo degli autovettori dei due madjuestione, si aer

d_v B +v

dé  c(s,v) I'(s,v)
du 1

d¢  I'(s,v)

ds

& = 0.

La terza equazione ha la soluzione immedmta costante= s, per cui 'onda di
rarefazione isentropica. Sideve allorarisolvere il sistema ridoisntb due equazioni

dv_ +v

dé ~ cs. 0TS, )
du_ 1

dé ~ I'(s.v)

con le condizioni inizialiv (&) = vi andu(&) = u;, essendd; = Ay ;3(w;j). La prima
equazione disaccoppiata dalla secon@aa variabili separabili e si risolve mediante
una semplice quadratura:

ve(s, ) (s, v)

/

E—t@) = u :FC(S,Ui)Z’:/ dv'.

vj v

@
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Una volta ottenuta la soluzione = v(§), essae sostituita nella seconda equazione
ottenendo un’altra equazione, per l'incognitaseparabile che si risolve mediante
un’ulteriore quadratura:

| 3 dg’
u=u@) =u + /Si rs,vE))’

A questo punto possiamo eliminare la variabjlgoer mezzo del cambiamento di
variabili & — v(&), per cui la soluzione della veloaipw essere scritta come

. ve(s, v
urar(v; i) = u; :I:/ (Si/v) dv/,
Vi

v

a condizione che sia > vj. La pressione lungo I'onda di rarefazione (isentropica)
e ricavabile in modo pi agile. Infatti, grazie all’equazione di staB® = P(s, v), Si
ottiene direttamente la seguente relazione:

P (v;i) = P(s,v).

Formazione del vuoto

L'espressione trovata della soluzione dell'onda di raziefiae permette di definire la
condizione per cui si forma una zona di vuoto fra due onde mifazione. Questa
situazione si verifica quando le due velacit, e u; dei dati del problema di Rie-
mann sono tali che la soluzione consiste di due onde di Fcefa, come illustrato
nella figura Q.5, e quando inoltre la dems#i annulla sulla discontingitdi contatto.
Allora le code delle due onde di rarefazione, allontandasiiando dietro di loro una
regione priva di gas, ovvero il vuoto, come mostrato nellarigQ.6. La condizione
per la formazione del vuoto, espressa in termini del volupexidico, equivale alla
relazioneu@'(oo; £) = U@ (co; r), ovverosia

o] 0
UH/ Mdv:u_/ €& g,

v v
(4
Per valori maggiori della differenza delle velaziniziali, u; — ug, ovvero quando

*®c c
U — Uy > / S +f 8600 U0
V. V)

¢ v v

r

r

la discontinui di contatto degenera in una regione di vuoto e la soluziehgrdblema
di Riemann consiste di due onde di rarefazione i cui limitrerai si allontano I'uno
dall’altro con le velocia
o0
C(S¢, v)
Uyuoto(€) = Ug + / —dv

vy v

dv.

* (s, v)
€ Uyuoto(r) = Ur —/

v
Ur
In tali estremi la densdt, la temperatura e la pressione del gas sono nulle.
P P

' y

X « — X
Uyuoto(£) Uyuoto(r)
Figura Q.5 Due onde di rarefazione Figura Q.6 Formazione del vuoto
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m Onde d'urto

In questo paragrafo ricaviamo la soluzione dell'onda d@urtin generale, I'onda
d’urto si muovea con una velocito # O rispetto al sistema di riferimento in cai
enunciato il problema di Riemann. Le condizioni di salto dnRine—Hugoniot fra uno
stato inizialew; e un generico stata consistono nella seguente relazione vettoriale
f(w) — f(wj) = o[w — w;], dovef(w) e il vettore dei flussi del sistema iperbolico
espresso in funzione del vettare= (p, m= pu, E') delle variabili conservative. Per
w; fissato, si ha un sistema di tre equazioni in quattro incegpitm, E') eo, per cui

le relazioni di Rankine—Hugoniot ammettono una famigliagarametro di soluzioni.

Per semplificare la risoluzione conviene scrivere le candidi salto nel sistema
di riferimento dell’urto, nel quale la veloéitdel gas indicata corld = u — o, per
cui esse assumono la foridV) = f(W;), doveW = (p, M=pU, E'=pe+ %UZ).
Usando poi le variabilb, U ede come incognite del sistema, le condizioni di salto di
Rankine—Hugoniot assumono la forma seguente

Ui /vi =U/v,
UZ/vi + P =U?/v+ P,
[(AUZ+@&)/vi+R]Ui =[(3U?+€)/v+ P]u,

in cui e = e(P, v) & I'equazione di stato del fluido in esame.

Indichiamo cond = U /v = U /v; il flusso di massa attraverso la superficie di
discontinuia dell'urto. Consideriamo la prima equazione e ritorniambsistema di
riferimento del laboratorio, scrivendo

U —o uUu—o

:J:
Vi v

Risolvendo la prima parte della relazione rispett® rniscec = u; — Jv;. Elimi-
nandoo nella seconda parte fornisde= (u — u; + Jvj)/v e quindi

u — U
J =

v — Vj

Consideriamo ora la seconda equazione delle condizioralth precedenti e riscri-
viamola come

U_2 2
— v+ P =

Ui

vt P
v2U+

Poicte Uj /vj = U/v = J, questa equazioreeequivalente a

P-P

J2vi+P =J3%0+P — J2 = .
v — Vi

Infine la terza equazione, usando ancordvi = U/v = J conJ # 0 per cui la
discontinuia noné una discontinuét di contatto, pa essere scritta come

lUZ+ 6 + P = JU%+e+ Py,
ovvero, in modo equivalente,
%sziz—i—a + Py = %szz—i—E—i— Pu.

P-P
V—j

EliminandoJ? per mezzo della relazion# = — , otteniamo

e—e+3(R+P)(v—1v)=0

@
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dove g = e(P,vj). Questa relazion@ puramente termodinamica e si chiama
equazione di Hugonioto ancheequazione di Rankine—Hugoniot  Sfruttando
'equazione termodinamica di statbo= e(P, v), 'equazione di Hugoniot definisce
implicitamente il valore della pressiorie dietro I'urto in funzione div, per una data
coppia volume—pressione;, P,),

e(P,v)—&6 +3(P +P)(v—v)=0

e quindi definisce una funzione = PRH(v;i). Riunendo assieme le tre equazioni
trovate abbiamo

e(P,v) —e(R, v) + %(P. +P)(v —v) =0,

v—vi v—uj

La soluzione di questo sistema rappresenta una famiglia pamametro di stati
che soddisfano le condizioni di salto di Rankine—Hugoniatigende dalla forma
dell'equazione di state = e(P, v). La soluzione che soddisfa la condizione di au-
mento dell’entropia del fluido nell’attraversamento defio & data deP = PRH(v; i),
perv < vj. Le altre due equazioni permettono poi di esprimere la viglocdel fluido
dopo 'urto nel sistema di riferimento originario come

U= u; —signJ)y/—(P — P)(v —vi).

Questa equazione una definizione implicita della veloaiu dato che il segno del
flusso di massa attraverso l'urto dipende da stessa. L'ambiguit del segno pi
essere risolta sfruttando la conoscenza di quale ondaporile all’'urto considerato.
Ricordando che quandd > 0 I'onda d’urtoe compressiva, si gumostrare chd > 0
per I'onda associata al primo autovaloré e O per I'onda associata al terzo. Pertanto
la velocitau del gas dopo I'urt@

URH: ) = Ui F \/~[PRH@: ) — R — ).

perv < vj, dove il segno- si riferisce al primo autovalore e il segreal terzo. La
velocitao dell'urto nel sistema di riferimento originario sainfine

ouU — piUj
0O —m ———.
p — pi

ot G I Proprieta delle onde linearmente degeneri

Abbiamo visto che le soluzioni associate a un autovaloreiigamente non lineare
possono essere onde di rarefazione oppure onde d'@Ettegittimo allora doman-
darsi quali siano le caratteristiche delle soluzioni dstesha iperbolico associate a
un autovalore linearmente degenere. La risposta a questardtae alquanto sor-
prendente, nel senso che gli autovalori degeneri sonotedaratati da onde aventi
propriet sia delle onde di rarefazione sia delle onde d’'urto. Quésitiato deriva dal
fatto che lungo le curve integrali relative a un autovalanedrmente degenere sono
anche soddisfatte le condizioni di salto di Rankine—Hugbdel sistema iperbolico.
Dimostriamo formalmente questo importante risultato.

Supponiamo che l'autovalokeesimoig(w) di un sistema iperbolico non lineare
sia linearmente degenere, doweindica il vettore delle variabili conservative del
sistema. Siag(w) il campo dell'autovettore associatorg(w). La degenerazione
lineare di questo autovalore significa alggw) - ViyAk (W) = 0, per ogniw permesso
nello spazio delle variabili del sistema.

@
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Consideriamo ora la linea integrale relativa all’autovalo-esimo considerato e pas-
sante da un punt&v. Questa curva integrale sadescritta dalla funzione vettoriale

w = wk(q), doveq e un parametro scelto per percorrere la curva e che scegliamo
assumere il valorg = Ax(W) nel puntow. La curva integralee la soluzione del
problema differenziale ordinario ai valori iniziali

de

g = A@n@). W@ =i,

dovea(q) € una funzione arbitraria la cui scelta determina la pamrzeizione della

curva. Dimostriamo ora che la soluziome= wy(q) soddisfa anche la condizione di
salto di Rankine—Hugoniot, ossia,

f(wi(@) — F(W) = o (q)[wk(q) — W],

dovef (w) eil vettore dei flussi del sistemaiperbolice &) € la veloci di propagazione
dell'onda lungo la curva integrale.

Definiamo la funzione scalare

G(q) = f(wi (@) — FW) — Ak (Wi (@) [wi(q) — W]

e dimostriamo ch&(q) = 0. Calcolando la derivata della funzione si ottiene

dG(q)  af (wi(q)) dwk(q) dwi(q) §
dq = aw aq — Vi (Wk(Q)) - aq [wi(q) — W]
d
A (Wi(@)) V:k(;q).

Maof (w)/ow = A(w), per cui, sopprimendo la variabigoer semplificare I'espressione
e scrivendalwyg/dg comew,, abbiamo

dG y ,
aq = AWi) Wy, — [ Viwk (W) » W] [Wic — W] — A (wie) wyg

= [AWk) — Ak(Wi) | Twy — [ Viwhk(Wi) - W] [wi — W],

dovel e la matrice identét avente la dimensione del sistema iperbolico. Wjaée
parallelo all’autovettorey (wy) per cui il primo termine del secondo memkmullo.
Inoltre I'autovaloree linearmente degenere per cui anche il secondo terenmdlo,
quindi dG/dg = 0 ovveroG = costante. D’altra part&(g) = f(w) — f(w) —
Ak(W)[W — W] = 0, e quindiG = 0.

Infine, sewk(q) € una curva integrale passante perla funzioneiy(wk(q))
dell'autovalore linearmente degenéreostante su di essa per auiwg(q)) = Ak (W).
Di conseguenza avremo

f(wi (@) — F(W) = Ak [wi(q) — W].

Pertanto lungo la curva integrate soddisfatta la condizione di salto di Rankine—
Hugoniot con una velodit di propagazione = Ax(W) = costante, ci®é che non
cambia lungo la curva. Ne deriva che le onde associate a onadote linearmente
degenere possono avere delle componenti discontinue neddeita di propagazione
non varia lungo di esse per cui tutte le variabili traslagaiamente senza subire alcuna
deformazione. In altre parole queste onde possono cortelréie discontinuéd ma si
propagano indeformate come le soluzioni della semplicasque delle onde lineare

con velocit di advezione costante.
|

@
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m Funzioni non lineari del problema di Riemann B |

Possiamo a questo punto scrivere le funzioni della presstodella veloci relative
alle due onde che si propagano ai due lati della disconéirdiitontatto. Per quanto
riguarda I'onda a sinistra, le due funzioni sono definitdedadlazioni

P(s,v) sev >y
Pw; € = -
P™(v;€) sev <y
v c(sy, v
u4+/ (l—/v)dv/ sev > vy
u(v; ) = w o v
ue — \/—[PRH(U;Z) — PeJv—vp) sew <y

mentre per I'onda a destra le funzioni sono

P(s,v) sewv >y
P;r)= H
P~ (v;r) sewv <y
V(s v
ur—/ (S(—/v)dv/ sev > v
u(v;r) = wo Y
uy —{-\/—[PRH(U; N—PJw—vu) sev<uy

Queste quattro funzioni definiscono pertanto in modo cotofllproblema di Riemann
della gasdinamica a condizione che risult 0.

m Velocita relative limite -

Le funzioni appena introdotte, con la loro scelta fra ondartd’ o di rarefazione,
generano, a convergenza del metodo iterativo di Newtorgrizbinazione appropriata
di onde che si propagano a sinistra e a destra della discitatit contatto. Tuttavia,
i dati iniziali del problema di Riemann permettono di stabih priori il tipo di onde
che scaturiscono dalla disintegrazione della discorténniziale. Come descritto da
Landau e Lifshitz, la quantitfisica il cui valore consente di determinare che tipi di onde
esterne sono presenti nella soluzione del problema di Rirmda velocia relativa
u'® = u, — ug fra le due regioni di gas a cavallo del salto iniziale. Questmdezza
€ un invariante per trasformazioni delle coordinate sp#aiaporali che collegano
osservatori inerziali, note come trasformazioni di Galile altri termini, la differenza
Uy — Uy € la stessa qualunque sia il sistema di riferimento inexziatui si misurano
le velocit del fluido. Ga alla fine del paragrafo Q.6 8&ivisto che la condizione per
la formazione del vuoto assume la forma— u, > ul®l . doveul® . rappresenta
un valore che dipende solo dai dati iniziali termodinamiel groblema. In modo
analogo, esistono due altri valori limitég' e u! (conu! < uf) che definiscono
intervalli della velocia relativau, — u, all'interno dei quali la soluzione a&rdue onde
di rarefazione, o un’onda di rarefazione e una d’urto, oppiue onde d’urto, come
mostra il ragionamento seguente.

Supponiamo per comoditdi considerare un caso definito in d&i < P, e di
determinare prima la sogliaiz‘fJI affinche la soluzione contenga due onde d’urto, come
mostrato nella figura Q.7. Grazie all'invarianza galileianvalori limite diu"' sono
indipendenti dal sistema di riferimento inerziale utiita per cui la disintegrazione
della discontinui iniziale € descritta nel modo pisemplice nel riferimento della
discontinui& di contatto.

@
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Figura Q.7 Due onde d'urto

Figura Q.8 Onda d'urto e onda di rarefazione

Quando emergono due onde d'urto la pressiBpda entrambi i lati della superficie di
contatto supererla pressione maggiof@ e inoltre la velocid u, davanti all’'urto che

si propaga verso sinistra e la velacit, davanti all'urto che si propaga verso destra
sono tali che

Ug = \/_(P* - PZ)(U*,IZ —vg) € U = —\/—(P* - Pr)(v*,r — V),

doveu, ¢ e v, indicano i volumi specifici (in generale differenti) a simése a destra
della discontinu@ di contatto. Il valore minimo che puassumeré®,, per valoriPy
e Py assegnati, senza contraddire l'ipot&i< P, < P, € P, = P;. Tenendo conto
che la differenza di velog@tu, — u; € una funzione monotona d,, otteniamo la
disuguaglianza

Ue = Ur > /(P — PO[WRH(P ) — vg].

dove la funzionev = vRH(P, €) rappresenta ifversa dell’adiabatica di Rankine—
Hugoniot P = PRH(v; ). Pertanto definiamo il valore limite della velazitelativa
u = u, — up

Ul = —/~ (R — PO[oRH(P ) — v,

al di sotto del quale la soluzione del problema di Riemannueavdti.

Quando nella soluzioné presente un’onda di rarefazione, l'ipotdsi < P;
implica che I'onda isentropica si verifichi a destra, comestraio nella figura Q.8.
Quindi, come in precedenza la velaci sinistra (sempre nel sistema di riferimento
del contattok tale che

Ur = /—(Px — Po)(var — v0),

mentre la variazione totale della velacidentro 'onda di rarefazione sar
Ue(s,v)
U = — / dv.
V.

v

*, I

Di conseguenza, la veloaitelativau; — u, € data da

Ur
c(s,v) dv.
v

U — Uy = —/—(Py — Po)(Vur — vp) —/

Vs,r

Per P, e P dati, i valori di P, sono compresi fré&® e P;. SostituendoP, = Py
nel primo contributo alla differenza — u, otteniamo la diseguaglianza che assicura
I'esistenza di un’onda di rarefazione assieme a un’ondeal’u

ur—Uz<—/ C(Sfi’v)dvz‘/*, C(S(’U)dv.

v v

*,I r

@
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Ma il valore v, none noto a priori e, dato che si desidera esprimere la limitezin
termini dei dati del problema di Riemann, si(poambiare la variabile d’integrazione
scegliendo la pressione cheostante attraverso la discontirdugi contatto €, = Py.
Pertanto, il valore limite della veloditrelativa affinck la soluzione abbia un’onda di
rarefazione e un’onda d'urt® definito da

urelz/'Pi (s, P) (a_v) dP:/Pr v&.P) b
= Jp v, P)\aP )/ P C(&. P)

Le espressioni delle veloaitrelative limite per valori qualsiasi @, e P; si ottengono
introducendo la definizione esplicita del valore minorelad@ressione e di quello
maggiore, nel modo seguente

Pm = min(Py, P) e Py = max(P;, P),
e contrassegnando anche le variahilis; e vy, s dei dati in conformia con I'ordine
dei valori della pressione.

Se ricordiamo a questo punto anche il valore limiteidi- u, per la formazione
del vuoto trovato alla fine del paragrafo Q.6, possiamo scgiassieme le tre veloait
relative limite:

 c(sy, (s,
u\ﬁlotoE/ Mdv—i-/ &.v) dv,
1)) V)

0 v v

PV vu(sm, P)
ue! E/ ———dP,
2= Jg, csm, P)

r

m

uel = —\/—(PM — P [VRH(Pm, M) — ] .

Una volta determinati questi valori, si vede facilmentelgoade sono presenti nella
soluzione del problema di Riemann in base a una delle quaassibili seguenti:

ur —ug > u'® . — due onde di rarefazione con vuoto
ul < ur —up < Ul ,— due onde di rarefazione senza vuoto
ufl <ur —uy < U — urfonda di rarefazione e (onda durto

ur —u; < Ul — due onde tirto

m Caso del gas ideale politropico B |

Sviluppiamo ora le equazioni del problema di Riemann peaslocparticolare del gas
ideale politropico. La relazione termodinamica fondarakndi questo modello di gas
e, utilizzando la rappresentazione dell’energia,

8
e—= e(s’ U) — &)96(5750)/'a (E) s
v

dove si utilizza per comoditla costante
d=y-1 con  y= C—P,

Cy
e dove le quantitey e sp sono costanti opportune. Notiamo che per evitare confu-
sioni con il simboloe dell’energia, la base della funzione esponenzisiedicata con
il carattere diritto “e”. Come ben noto, la relazione fondantale fornisce una de-
scrizione completa di tutte le propréetermodinamiche del gas ideale politropico. Le
equazioni termodinamiche di stato di questo gas sono statid nel primo paragrafo
dell’'appendice E. In queste pagine si ricavano da capoejtedtizioni avendo adottato
una notazione leggermente diversa, con il paramegigosto diy .

@
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Mediante differenziazione diretta si ottiene

e,(s.v) = ey SV/R;s (%)H (-%) -5 ;!; & (—s0)/R (%)H ’

v\ 2+4
€ (S, v) =8(1+5)% & (s—%0)/R (_0) ,
UO v

Vo 3+4
Con(S V) = —8(1+ 8)(2+8) 3 & /R (%)
UO v

Quindi e, (s, v) # 0 e le onde associate ai due autovalori estremi del gas ideale
politropico sono genuinamente non lineari.

Per determinare I'onda di rarefazione sono necessarie Uazemni di stato e
I'espression& = (s, v) della velocia del suono. Le prime si ottengono dalle derivate
parziali prime della relazione fondamentale dell'energia

T8V 0 se-w0/R (E)‘s _ 8

0S R v R”
p_ 266V _ L ® se-s/R (@)H _s¢
dv ) v

Combinando le due relazioni si ottiene anche I'equaziostatoe = e(P, v) = Pv/§.
Per la velocid del suonog¢ = (s, v), un calcolo diretto fornisce:

2 — E (s—s0)/R
(s, v) = (ap)s_5(1+5)e0e'3 (vo)

Quindi, gli integrali coinvolti nel calcolo dell'onda di refazione possono essere de-
terminati analiticamente e si ottiene, pet vj,

/ c(s. v) v) / \/5(1+5)eoea<s %)/R(;’_/)_de_’f/
vj 0

v
—\/5(1+5)€‘oe5<S —%0)/R v%/ w2ty
i

-8

= 2yaromn[i-(2)]

Pertanto, la velocit all'interno delle onde di rarefazione di un gas idealetpmpico
ha il seguente andamento

Vi

I3
”’“(vu)_u.i (1+8)Pv.[ (—)2]
v

Per quanto riguarda la condizione di formazione del vuaaglocit relativa limite
si calcola facilmente

21 +
u\r/?lloto (\/ Peve + / Proy )

e le velocit del gas agli estremi della zona di vuoto sono date da

2 2
Uyuoto(€) = Ug + gv A+8)Prvy € Uyyoto(r) = Ur — g\/ A+8Prr.

Passando alla relazione di Hugoniot, nel caso del gas igediteopicoe = Pv/$§,

otteniamo
Pv P v
~ -5 *3 LR +Pw-w=0

@



‘ Quartapelle e Auteri: FLUIDODINAMICA. Appendice Q - pagina A-19 Novembre 24, 2008 @

ISBN XX-abc-defg-h

PARAGRAFO Q.10: Caso del gas ideale politropico A-19

perv < vj. La relazione trovata un’equazione lineare iR e la sua soluzione

2 v
+ 5 — =
P=PRui) =R —> " <y
(1+3)2r-1

Notiamo che esiste un limite inferiore per la variahilén conseguenza del fatto che
P > 0 e si deduce facilmente che tale limieespresso dalla condiziorie/vi) >
8/(2+ ).

La funzione inversa dell'adiabatica di Rankine—Hugoniobttsiene risolvendo
I'equazione precedente rispettea

v=v"(P;i) =

1+3+F
+1

+
1+5e

e da questa si ricava agevolmente la vebooilativa limite per I'esistenza di due urti:

2v
uel= —(Py — P, m .
2=~ MJM%+Q+®W
Se i dati indicano che non si ha formazione di vuoto, la soleidel problema di
Riemann di un gas ideale politropico si ottiene risolveridistema di due equazioni
non lineari stabilito nel paragrafo Q.5, nel quale si utidino le quattro funzioni definite,
per lo stato sinistro, da

v\ 1+
P, (;) sev > vy
P(v; € = 1+%_% 5
L > se Vg <V < Uy
Q+5HL-1 243
2 [}
U+ V@ + )Py [1— (”—v‘)z] se v > vy
uv; €) =
21+ 8Py )
Ug — — _ se
e = (v v)\/ 2+ 8)v — dug 21T ™

e, per lo stato destro, da

Ur 1468
P (7) sev > v
P(;r) = l—i—%—i
P - & se U < U<
(1+5)ﬁ—1 246
2 L)
Ur—gv(l'f—g)Prvr |:1_(v?r>2i| Se v > v
u(v;r) =
U+ ( ) 20+ 6P se 1)
v =), [ ——— — U <V <V
ro A @+ 8)v — suy 2ysrTUSW

I valori limite della velocih relativa per stabilira priori il tipo di onde nella soluzione
del problema di Riemann di un gas ideale politropico si dalwo facilmente, tendo

presente I'equazione di statgs, P) = vg e[5/(1+5)1<5—50>/R(P30)_1/(1+5) e larelazione

@
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c(s, P) = /(A +6)v(s, P)P. Siottiene:
rel 2\/ 1 + 6 (
1)

vuoto =

el _ 2/TF9Puom [1_(Pm>ﬁ]
T :

2r — PM

Peve 4+ +/ Pror >,

2v
uel= —(Py — P m .
2u=~(Pw m)\/5pm+(2+5)PM

Parametrizzazione dell’entalpia specifica

La variabile indipendente da usare negli integrali rictiipsr risolvere il problema
di Riemann po essere scelta liberamente. Se si sceglie I'entalpia fegehi come
seconda variabile indipendente assieme all’entragpia velocit del suono del gas
ideale politropiccd data dalla relazione = c(s, h) = +/§ h = c(h), per cui dipende
solo dah. Questo facilita il calcolo degli integrali coinvolti. lafti, per il cambiamento
di variabilev — h si ha

5200 [ () [ o
v v dh S v(%)s
Inoltre, per la derivazione delle funzioni composte rigult
Y _(30) (2P (2P 9ty Ll
Bvs_apsavs_vapsdvv_ v

dove sie usato il carattere convolutivo della trasformata di Lelyere la definizione
della velocit del suono. Lintegrale indefinito diventa quindi

/c(s,v)dv:_/‘ dh 1 [ dh 2—\/ﬁ+C.
v

ch Vs hT /s

| valori limite delle velocit relative sono pertanto

rel

Uytoto = %(\/E+ m),

5
h P, 2(1+9)
5= ,/TM[l_(P_g) i }

Scriveremo allora le funzioni non lineari, che definiscanaroblema di Riemann del
gas ideale politropico, nella forma seguente: per lo staistso avremo

15
§

h
P | — seh<h
P(h; €) = Z(m) =

PRAh;e) seh>hy

2
uch: &) = U({'f‘g(\/h_z—\/ﬁ) se h < hy

ue — uRt(h; g seh > h,
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e, per lo stato destro,

145
8

h
P — seh<h
P(hir) = r<hr) s

PRH(h:r)  seh>h,

ur—g(\/ﬁ—«/ﬁ) seh < h

ur + uRH(h; r) se h> hy

ucth;r) =

Usandd come parametro risulta particolarmente semplice la sohezielativa all’'onda
di rarefazione, mentre si complicano le funzioni che descid 'onda d’urto. Infatti
la pressione che soddisfa le condizioni di salto di Rankihegeniot a partire da uno
statoi, € la radice con segno positivo dell’equazione di seconddayra

B ()65 3

e la velocia corrispondenté data da

o (- D) (- 2]
m Caso del gas di van der Waals -

Consideriamo ora il problema di Riemann per un gas desdtitequazione di stato
di van der Waals, ché denominato gadi van der Waals ed & stato descritto nel para-
grafo E.3 dell'appendice riguardante le propaitgrmodinamiche dei fluidi. In questo
paragrafo richiamiamo inizialmente le equazioni di statguesto gas nell'ipotesi che
il suo calore specifico a volume costante sia costante, pesi ottiene il modello di
gas di van der Waals detto politropico. Poi calcoliamo leisiaini che rappresentano
le onde di rarefazione e le onde d’urto e scriviamo le funizimm lineari che definis-
cono il problema di Riemann per questo modello di gas. Infifiesula il problema
di Riemann nel caso pigenerale in cui il calore specifico del gas di van der Waals
dipende della temperatura. Per questo gas di van der Waalpalitropicoe natu-
rale e necessario, vista la dipendenza del calore spcifita t@aperatura, prendere
guesta variabile al posto del volume specifico come paranpetrla formulazione del
problema.

Relazioni termodinamiche
La relazioni fondamentale energetica del gas di van der &¥aal

e=e(sv) = (eo+ v%> (';0__;))6 expls (s — s0)/R] — %

doveR = fR/m e la costante associata al gas considerato di peso mokeanlaon
R = 8.314 J(mol K) che indica la costante universale dei gas ideali. Nellesgione
precedenta e b sono le costanti dimensionali del gas di van der Waals cereid
mentres € il parametro adimensionale= R/c,, conc, che indica il calore specifico
a volume costante, supposto indipendente dalla tempardteraltre quantitey, vg €
sp sono il valori dell’energia, volume ed entropia per artdi massa in un determinato
stato di riferimento. Introducendo la costaktig = (eo + %)(vo —b)? exp(—8 so/R),
la relazione fondamentale considerata assume la forma:

expds/R) a

e(S, U) = KOW — ;

@
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Le equazioni di stato del gas di van der Waals politropicdtsingono facilmente dalla
relazione fondamentale
Kod exp(ds/R)
R (—-h? "’
expds/R) a

P:—eU(S,v): Koam—ﬁ

T=es,v) =

L'eliminazione della variabiles in favore die fornisce un forma alternativa delle
equazioni di stato

1) a
T:—(e —),
R +v
e+2 a
p=s__v_°%
v—Db 2

Per risolvere il problema di Riemann si richiede I'espressidella veloci del suono

1
aP(s, v) expds/R)v2 2al?

= [_p2__ > 7 _ P i
c(s,v) =,/—v ™ _[K08(1+8) 0 D)2 v}.

L'eliminazione della variabiles in favore di P, ottenuta con l'aiuto di una delle
equazioni di stato, fornisce
Pvlia 2al
c(P,v) = [(1+6)7 — —} .
v—>b v

Funzioni non lineari del problema di Riemann

La derivata fondamentale del gas di van der Waals politmgiottiene facilmente con
un calcolo diretto

P+a/v? 6a
1+8)2+8)——5 — —
A+O@+)- s — 3

P+a/v? 4a
2(1+5)—v(v_b) -

I'(P,v)=I(s(P,v),v) =

Si pw dimostrare che pet > § = 1/16.66 = 0.06 si hal” > 0 per qualunque
stato termodinamico del gas all'esterno della regione dsistenza delle fasi liquido e
vaporeE possibile scendere al di sotto del valore lindite: 1/16.66 = 0.06 solo se le
molecole del gas contengono almeno 7 atomi. In questo catrileata fondamentale
diventa negativa in una regione molto piccola vicina allevaui coesistenza delle due
fasi. Pertanto, con I'esclusione di questi casi partiéplar> 0 e gli autovalorir; e
A3 SONO genuinamente non lineari: la soluzione di ogni probleirRiemann del gas
di van der Waals politropico ha allora le stesse carattehistdella soluzione del caso
di gas ideale. Per dettagli si rimanda al lavoro di L. Quartaet al..

Tenendo conto del legame fRae v nelle trasformazioni isentropiche del gas di
van der Waals, la pressione del gas nell'onda di rarefazafeta da

. a\/vi—b\* a
(o )8

e, usando I'espressione trovata della vefodiél suona@ = c(P, v), la veloci& del gas
di van der Waals all'interno dell’ondadata dall'integrale:

- v a\(@w-b* 2a]7
u (v;l)=ui:i:/ 1+9) P'+_2 — — do’.
Y

U (U/ _ b)2+8 v/3

@
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L'adiabatica Hugoniot nel caso del gas di van der Waalsnogliitoe ancora un’equazione
lineare per la pressione e la sua soluziéne

Da questa soluzione, la velogitlegli stati che possono essere collegati allo ste#o
un’onda d’urtoé data dall’espressione generale :

URH ;i) = uj F |/~ [PRAG: ) — R]w - vi).

Scrivendo quindi assieme le soluzioni dell’onda di rariefiag e dell’onda d'urto si
ottengono le funzioni non lineari del problema di Riemanhcaso del gas di van der
Waals politropico. Per lo stato sinistro abbiamo

a\/v —b\* a
P£+U_§ m —? Sev > vy
Pw; e =
e—-Zw-v)+al-1i4 2 cev -
b
(G+35v—(%+3)
v a _ bt a7z
Ue—l-f |:(1+8)(Pe+—2)7(w; )2+5_ﬁ] dv' sewv >y
uv; €) = Vg vy (v —b) v
Up — \/—[PRH(U;K) — Pe](v —vp) sev < vy

mentre per lo stato destro abbiamo

a\/v —b\*"? a
Pr+v—r2 m —F Se v > v
P = P 11, ab
—7’(v—vr)+a(1—5);+% e v~
G+ DG+ f
2 8 2 8
v — p)its 2 %
Uy _/ |:(1+5)(Pr + %)_(Ur/ )2+5 = —2] dv' sev >
u(v;r) = ur ve) (v — D) v/
Uy —l—\/—[PRH(v; N—P]w—u) sev < v

Queste funzioni permettono di risolvere il problema di Raem per il gas di van
der Waals politropico puréhla condizione di non lineaditgenuina si rispettata. Se
§ < & = 0.06, il che accade quando le molecole del gas considerat@mgomno
almeno 7 atomi, allora la condizione di non lineargenuina nore piti soddisfatta.
La violazionee limitata tuttavia a una regione molto piccola del pianantidinamico
(P, v), in prossimia della curva di coesistenza del vapore con la fase liquideigov
al punto critico. Di conseguenza, se la soluzione del probaldi Riemann coinvolge
stati termodinamici dentro o anche solo sufficientemerdieiva questa regione di vio-
lazione della non lineadtgenuina, allora necessario estendere la teoria del problema
di Riemann. Si devono infatti considerare, assieme allalusande d’urto di compres-
sione e ai ventagli di rarefazione, anche onde d’urto rétredee ventagli compressivi.
Inoltre, si devono includere anche onde di tipoido che comprendono componenti
sia continue sia discontinue. In particolare si scopre dm® possibili onde ibride
con due o tre componenti diverse. Sirimanda il lettore @gsato a questi sviluppi al
recente lavoro di M. Fossati, P. Di Lizia e L. Quartapelle.

@
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Caso non politropico

Consideriamo ora un gas di van der Waals avente calore sjgegifiolume costante che
dipende dalla temperatura e formuliamo il problema di Riemger questo modello di
gas. llmodello ora include il contributo delle vibrazionohacolari all’'energia interna
del fluido edé chiamato fluido di van der Waals non politropico. La maggioom-
plessit rispetto al caso politropico deriva dal fatto che, conzewsto nel paragrafo
E.3, none possibile scrivere la relazione termodinamica fondaedenésplicitamente,
come una singola funzione, e si deve invece ricorrere a umeegypresentazione para-
metrica in termini di due funzioni contenenti la temperataome variabile libera. I
contributo delle vibrazioni molecolari all’energia intexe descritto a partire dal calore
specifico a volume costante che abbiamo visto essere dat@fpeni quantistiche) da

de(T,v) _ Lt (Tn> exp(Tn/T)

c,(T) = eR+R :
A Z [exp(Tn/T) — 1)

dovee = g per una molecola lineare (@&aettilinea) edc = 3 per una molecola non
lineare. Essendo, (T) funzione solo della temperatura, I'energia interna e tepit
per uni& di massa del gas di van der Waals non politropico sono d#eerdéazioni
(vedi fine del paragrafo E.3)

Lvib
RTh a
e(T,v) =eR(T —Tp) + _—_—
n2=:1 exp(Ty/T)y—1 v

Lvib _T T
S(T, v) v—Db € —e T/To Tn/T
=1n In
R vo—b+ ( > +Z 1- e—Tn/T+eTn/T—1 ’

dove sie scelto il valore dell’entropia specificg nello stato di riferimento come
Th/Ti . . .
= RZ"V'*’ %. Come visto sempre alla fine del paragrafo E.3, la vedocit

del suono del gas di van der Waals non politrogatdata dalla relazione

R ] RTv2 2a)?
C(T’v)z{[Hcv(T)}(v—b)z_T} ’

e come quella del gas politopico dipende sia dalla temperatia dal volume, ma
adesso la dipendenza dalla temperatupii complicata.

Nel caso di un gas non politropico (anche ideale) la risoloeidell’onda di rarefa-
zione si ottiene agevolmente utilizzando la temperatunaeceariabile d’'integrazione.
Di conseguenza l'intero problema di Riemann per i gas di figuggo e formulato
pit agevolmente definendo gli stati sinistro e destro comgeTy, uy) € (vr, Ty, Ur) €
prendendo come variabili incognite la temperatiya e T, , ai due lati della discon-
tinuita di contatto; per semplificare la notazione le due incogratanno indicate con
T=T.,eW=T,,.

Il procedimento per la risoluzione del problema di Riemaehaaso di gas di
van der Waals non politropico ricalca quello appena vistocaso politropico. Si
introducono le funzionu(T; €) e P(T; £) che forniscono, rispettivamente, la velacit
e la pressione della famiglia a un parametro di stati. Quoestsono essere connessi
allo stato sinistrqv,, Ty, uy) del problema di Riemann, tramite un'onda di rarefazione
oppure un’'onda d'urto, a seconda del valoreTdrispetto aT,. In modo analogo,
u(T;r) e P(T; r) denotano le funzioni della famiglia a un parametro di sthg c
possono essere connessi allo stato dgstrol;, uy). Queste due coppie di funzioni
sono definite da

RH RH

ut(T;€) seT >T, ut(T;r) seT > T,
U(T: € = rar( ) “ e uTin= rar( ) -

us(T; 0 seT < Ty us(T;r)yseT <T;

@
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PRH(T: 1) se T> T,
Pa(T:r)seT < T,

PRE(T. ) se T> T,

P(T;0 =
(T:0 { Pa(T;0) seT < T,

P(T;r)= {

L'uguaglianza dei valori della velogitdella pressione ai due lati della discontiaudi
contatto implica chd e W sono soluzione del sistema di due equazioni

{ ¢ (T, W) =0,

Y (T, W) =0,

in cui le due funzioni sono definite nel modo seguente
Gy (T, W) =u(T; & —u(W;r),
Vi) (T, W) = P(T; €) — P(W;r).

La soluzione di questo sistema non linearé pasere affrontata mediante il metodo di
Newton che sa@ comodo scrivere in forma incrementale e che richiede ditaeg la
seguente matrice jacobiana

du(T; €) du(W;r)
by, ) B dT dw
AT W) | dP(T;e dP(W: )
dT T dw

a ogni iterazione. Questo calcolo dauttavia pi complicato del caso politropico
poicheé le derivate rispetto alla variabili e W coinvolgono delle funzioni composte:
infatti la funzione della pressione = P(T; i) si ottiene dalla funzione = v(T; i)
tramite I'equazione di stat®(T;i) = P(T, v(T, i)), come sait mostrato fra un
momento.

Determiniamo ora le onde dirarefazione e le onde d’urto pestp modello di gas,
dal momento che il problema di Riemann richiede di conodea¥spressioni analitiche
ditali soluzioni. L'ondadirarefazione del gas di van deralganon politropico si ottiene
calcolando I'integrale della veloatdopo avere effettuato il cambiamento di varibili
v — T lungo la curva integrale e sfruttando la costanza delltgri& nell’'onda di
rarefazione. Si pone quindi= costante= s nella relazione = s(T, v) e si esprime
s in termini dei valori(T;, vj). Da c si ottiene la relazione che rappresenta il volume
specificov della famiglia a un parametro di stati dell’onda di rarefes connessa con
lo stato iniziale(vi, uj, T;):

—b T\¢ B 1_e™WT  TyT T/ T
Inv |n<_|> —l—Z{'n (S] + n/ _ n/l }
n=1

w—b \T I_e™/T " 1_en/T 1_en/T

Questa relazione @uessere risolta rispettavee fornisce la seguente funzione esplicita
div(T;i):

. T\¢ L exp(22er) — exp(=mr)
v(T:i) =b+ @ —b)( I1 T T
n=1 exp(]__eTn/Ti ) - eXp(m)

Questa funzioné usata nell'integrale che esprime la velaciell'onda di rarefazione,
dove compare la veloéitdel suono data dalla relazione ricordata in precedenza. In
guesto modo si esprime quest’ultimain funzione della$ol T, v(T; i)), e si ottiene,
perT < T;,

ud(T;i) =y :I:/

T

1
T R Rt 2a | % dut:i)
H1+ cv(t)] [o(t; i) — b2 [u(t; I3 dt a

@
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dovec,(T) e la funzione fornita esplicitamente all'inizio. La deftaasotto il segno
d'integralee calcolata direttamente nel modo seguente:

. Lyip d Tn/T d —Tn/T
dU(T;l) _[U(T|)—b] _£+i ﬁexp(l—e/-rn/-r)_ﬁexp(l—eg4n/-r)
drT ’ T Tn/T —Tn/T

n=1 eXp(W) - eXP(W)

Differenziando le funzioni esponenziali e semplificandeioiamo

Lo & (_T/T ) 4 e T/T 4 (/L)

_ S € dT \T_em/T dT \T_eT/T
= [o(T:i) —b] | —= +X; Tt
n=

do(T; i)
daT

Nell'onda di rarefazione, la pressiogaleterminata in funzione della sdlatramite la
funzionev(T; i), per mezzo dell'equazione di stato della pressione, ossia,

RT a

rar; . i\ _ _
P (T’I)_U(T;i)—b [v(T; D]’

sempre pefl < T;.

Il gas non politropico ha anche la complicazione ulteriaigpetto a quello
politropico, che la soluzione delle relazioni di Rankinewgdniot non po essere
espressa in forma chiusa e richiede quindi di introdurréenazione interna a quella
utilizzata per risolvere il sistema non lineare del prokdeitnRiemann. Per trovare la
soluzione delle condizioni di salto di Rankine—Hugoniot ceso del gas di van der
Waals non politropico, la forma usuale dell’equazione dgbhiot con le variabliP
e v none conveniente poiéhnoné possibile esprimere analiticamente I'equazione di
statoe = e(P, v) in forma esplicitaE invece disponibile I'equazione di stato esplicita
e =e(T, v), per cui conviene formulare I'equazione di Hugoniot nel msdguente:

e(T,v) — e(Ti, vi) + [P(Ti, vi) + P(T, v)](w — vi) = 0.

Utilizzando poi in questa relazione I'equazione di stAte= P(T, v) otteniamo

Lvib
RT, 1/ RT a
eRT + Elm+§<m _ﬁ)(v_vi)
n=

1< RT; a

HACEC IR

>(U—Ui)—§—a=0,
v

doveg = e(Ti,v). Questa relazione ha la form&RH(T, v;i) = 0 e rappresenta
quindi una definizione implicita della funzione= v(T;i), perT > T;. Per ogni

T > T la soluzionev pud essere determinata mediante I'iterazione di Newton,desan
come soluzione iniziale di tentativo la soluzione dell’agiwne del caso particolare
cona = b = 0. Infatti, pera = b = 0 si ottiene la seguente equazione algebrica per

VU = Vin
Lvib
1/RT RT . : RTn )=

cheé un’equazione quadratica per I'incognita adimensionatev/v;:
2 + 2B6(t)v — 1 =0,
dover =T/Ti e

Lvib

T, 1 1
ﬂ(r)z(%+e)(r—1)+2;??(e(Tn/Ti)/t_l— ST _1>.
n=

@
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Pertanto, il valore di partenza die preso come la sola soluzione fisicamente ammis-
sibile dell’equazione, ovvero,

v = i [=B(®) + VB + 7 |

Una volta trovata la soluzione dell'equazione non linelf8(T, v; i) = 0, lapressione
dietro l'urto &€ data immediatamente da

RT a
u(T;h—b  [u(T; D2

PRAT; i) =

e la velocia corrispondente si calcola mediante la relazione

URA(T: i) = i % = [PRACTS D) — R [u(Toh) — ui].

sempre assumendo> T;.
Venendo al calcolo delle derivate degli elementi della roatiacobiana, abbiamo

dP(T;i) |:8P(T, v) N AP(T,v) du(T; i)]
at aT dv dT

v(T;i)
B R —RT 2a duv(T; )
B v(T;i)—bJr{[v(T;i)—b]ZJr [v(T;i)]S} a1’

dove la derivata dv(T; i) rispetto aT & data nel caso della rarefazione dalla sem-
plice formula scritta in precedenza, mentre nel caso deléod’urto dalla regola di
derivazione per una funzione implicita:

/afRH(T, v)
) dv

In conclusione, il carattere non politropico del gas fa antaee sensibilmente la
complessi dell’algoritmo di risoluzione del problema di Riemannpa#o al caso
politropico. D’altra parte il solutore di Riemann non padpico che abbiamo descritto
contiene tutti gli elementi necessari per affrontare ilgjeona di Riemann nel caso di
miscele di gas in cui possono verificarsi reazioni chimiahdd diverse componenti.

du(T;i) _afRH(T, v)
daT aT

v(T;i)

Osservazione La soluzione che abbiamo trovato si basa sull'ipotesi diildxjio
termodinamico completo del fluido dopo l'urto. Questa igoteon & soddisfatta
nella reald e quindi introduce una semplificazione matematica cheurad'esistenza

di un tempo di rilassamento finito affinghe vibrazioni molecolari siano in equilibrio
termodinamico con i moditraslazionali e rotazionali deli@ecole del gas. Comunque,
di solito la mancanza di equilibrio delle vibrazioni interdelle molecole con gli altri
loro modi energetici si verifica in una regione di spessoréanaotto dietro il fronte
dell’'urto, per cui il metodo proposto forgiralmeno una prima approssimazione alla
soluzione del problema di Riemann per gas non politropici.



