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¥v(O,y)=Uy, y=>0.

In questa formulazione il problema dello strato limite rivela la ratmatematica
delle semplificazioni conseguenti alle ipotesi poste da Prandtl a foerdtandella

sua teoria: I'equazione della funzione di corrente, che nel caso generale di cor-
rente piana incomprimibile di tipo Navier—Stokesdel quarto ordine, si riduce

a un’equazione del terzo ordine. Corrispondentemente sul “contorno otdgeo
lontano”y — oo la nuova variabile incognit¢r ha una sola condizione al contorno
invece di due. Per quanto riguarda le condizioni al contorno sui laticadirtc'e

una sola condizione in conforraiton la sparizione di tutte le derivate rispetto a

di ordine superiore al primo.

mte esterna uniforme: profilo di Blasius

Un caso particolarmente importante di strato limite sulla lastra &ginita si
presenta quando la corrente estegnaiforme e parallela alla lastra, con velacit
U assegnata. In questo castix, y) = U, per cui anch&¢(x) = u®(x,0) = U.
Le equazioni di Prandtl per le componenti della velsitriducono allora a

uau N du 92u

R _— ]) _— = 5
0X vay ay?

au o

— _v — 0’

ox  ay

e devono essere risolte con le corrispondenti condizioni al contorno

ux,0 =0 e ux, o) =U, X > 0,
u@,y)=U, y > 0,
v(x,0) =0, X > 0.

@
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Nel caso di corrente estermmiforme a monte, il valore al contorno di risulta
quindi essere necessariamente discontinuo: infatti per la condizidadasita si
hau(0, 0) = 0, mentre la condizione sulla semiretta verticate 0,y > 0, implica
u(0,0=U #£0.

Procediamo alla risoluzione del problema osservando che, data la mancanza
di una scala spaziale di riferimento nel problema considerato,;simmaginare
che I'andamento del profilo della velogibrizzontaleu nello strato limite “non
dipenda” dalla coordinata, nel senso che al variare disi abbia soltanto un
cambiamento della scala di questa variabile. In termini matematici, quesexddéch
che la dipendenza di dalle due variabilx e y si verifichi attraverso una variabile
singola (di similarik) che scriveremo, senza perdita di genaxatiella forma

y
=nX,y) = ——,
TEIEY = 900
doveg(x) € una funzione da determinare. Al posto della incognita y) intro-

durremo allora la nuova incognita adimensiorgléunzione della sola variabilg,
definita da

u(x, y) = Uh(r(x, y)) = Uh(5%)-

Se esiste una soluzion€x, y) di questo tipo, il profilo di veloci ad ogni distanza

x dal bordo di attacco saisemplicemente una versione dilatata (0 compressa) della
velocia a qualunque altra distanza. Notiamo che questa ricerca di una soluzione
similaree un po’ pii generale di quelle del capitolo 5 in quanto non stiamo tentando
di immaginare in anticipo una forma determinata della funzigp® ma lasciamo

che essa emerga in modo naturale nel corso del procedimento di calcolo.

Analizziamo inizialmente che cosa comporta la condizione di incopriitabil
per la struttura della seconda variabile incognite y) del problema originario. Il
vincolo di incomprimibilia permette di scrivere:

)]

, gXx)y
~Uh@ [‘[g(x)]z}

av ou 9

By = ax - ax [un(g

TR B 2
- Uh(")ax[gm}
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:Uda)
g(x)

@

nh'(n).
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Si noti che in questa relazione come in tutte le prossime I'apice indidarivata
rispetto alla variabile indipendente di ogni funzione di una solab#e, qualunque
essa sia. Per trovare la forma esplicitavdk, y), integriamd questa equazione
rispetto ay:

ugx [ ,
W (n(x,y))dy,
9 Jo nx, y)yh'(nx, y)) dy

v(X,y) =

dove, per determinare la costante di integraziones sitilizzata la condizione
al contorno di non penetrazione sulla lastvéx, 0) = 0, per ognix > 0. |l
cambiamento di variabilg = g(x) n implicady = g(x) dn, per cui l'integrale
diventa

n(X,y)
wxy>=uga{ﬁ ah ) dn.

In base all'identid [nh(n)]” = h(n) + nh'(n), si ottiene

n
v(X,Yy) =U9/(X)[nh(n)—f0 h(n)dn}

Se ora indichiamo coffi () una funzione primitiva dn(), ovvero,

um=/mmm,

per cui f'(n) = h(n), la rappresentazione delle componenti della vedoditlla
soluzione similare sar

ux, y) =Uf’(n),
v(x, y) =Ug'eo[nt’' o — fm].

dove, naturalmente; = n(X,y). Siccome dobbiamo risolvere I'equazione di
Prandtl

U, 92u
hu— —
0X ”ay ay?

1 Lusodello stesso simbolpsia come variabile diintegrazione sia come estremo dedljrale
non dovrebbe provocare confusione.

@
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e necessario determinare le tre derivate che compaiono in essa. Abbiamo

du(x, y) _ i ’ _ ” a_r’
FvE ax[Uf (m]=Uf (Tl)ax
e g0y Ugoo
=vrm {_[g(X)]z} =g T
D’altra parte
au(x7 y) a / 1 ar] U 1
=—[Uf =Uf —=—f ,
oy ay[ ] ) 3 = 900 )
aZU(X’ y) a [ U 1 } U " 8)7 U "
GURY) _ O iy | = — o = ().
vz aylaw P]T g0 Moy T igoor 7

dove si intende sempre= n(X, y). Sostituendo le espressioniue v e di tutte le
derivate diu nell’equazione di Prandtl si ottiene,

U Ug U
—v—f”’+Uf’[——nf”:| +Ug[nf — f]=f" =0,
g? g [ ]9

dove abbiamo scrittg e g’ al posto dig(x) e g'(x) poiche anche la funziong(x)
none nota e quindi rappresenta una ulteriore incognita del problema. lifieamlo
'equazione si ottiene

U U 2q/
U_2f///+ g ff”:o,
ovverosia, dopo aver diviso pet /g?,

f///+ Ugg ff// — O
Vv

Ricerca della variabile di similarita
Affinché questa equazione possa diventare un’equazione differenziale ordinaria
necessario che il coefficiente contenente la funzighe sia costante. In altre
parole la funzionegg(x) che permette di determinare una soluzione similare del
problema risulta essere determinata come soluzione dell’equazione

Ugg 1

v 2’

@
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dove sie scelta uguale é la costante senza alcuna perdita di generaliter
convenienza successiva. Pertanto la funzipie € definita come soluzione della
semplice equazione differenziale ordinaria del primo ordine

v

99 =5 =

d 2V
x? T 20

NI =

che integrata fornisce immediatamente
2 VX
[900]° =K + TR
dove K e la costante d'integrazione. Il valore della costa@tscelto in modo
da localizzare la singoladtdella soluzione ik = 0. Scegliamo infatti come
condizione ‘“iniziale”"g(x) = 0, cos che il cambiamento di scala indotto dal
cambiamento di variabile = y/g(x) diventi degenere pex = 0. Con questa
scelta, si h&k = 0 e quindi

VX
0=

La variabile similare; & allora definita da

_y Y YUY R
n(xay)_y VX _X v _X R )

dove Rg = Ux/v. La presenza del fattorgx nel denominatore della definizione
di 5 significa che la dilatazione della scala dell’agg#r un dato € proporzionale
a 1//x. In altri termini l'intervallo dei valori diy in cui la soluzione varia in
modo apprezzabile cresce proporzionalmentegare di conseguenza la regione
in cui si estende lo strato limite ha un forma parabolica, con I'asse pattbola
coincidente con I'asse, come mostrato nella figura 6.1.

Ad esempio, s@. € il punto che corrisponde a un valore della velaciguale
al 95 per cento della velocitU, cioeé al valoreu = 0.95U, allora lo spessore
80.95(x) dello strato limite definito da questo valore aiato dalla relazione

S9506(X) Y L
X *YUx  JRe'
ovverosia

VX
89506(X) =11,/ U
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Equazione di Blasius

L'equazione similare ricercata per la corrente attorno alla lastra pianaistmita
in una corrente esterna parallela al suo piano risulta essere:

f///+ %ff// 20’

e si chiamaequazione di Blasius Le condizioni al contorno pef che completano
I'equazione sono ottenute da quelle perSiccomeu(x, y) = Uh(n) = Uf'(n),

le due condizionu(x, 0) = 0 eu(x, o) = U diventano rispettivament&'(0) =

0 e f'(c0) = 1. Inoltre, siccomev = Ug' (X)[nf'(n) — f(n)], la condizione
v(X, 0) = 0 diventaf (0) = 0. Notiamo che la condizione della corrente a monte,
u(0, y) = U, e soddisfatta in vitt di f'(co) = 1 poicke perx — 0 si han — oc.

Pertanto, la corrente similare attorno alla lastra semi-infinita titgeda una
corrente parallela al suo piano si ottiene risolvendo il problema

f///—}— :_2L ff” — 0,
f(0=0, f(0=0 f'(0)=1
Abbiamo quindi un’equazione differenziale ordinaria del terzo ordinet@oon-

dizioni al contorno di cui due corrispondono alla superficie delladastuna a
grande distanza da essa.

Soluzione del campo di moto

Una volta determinata la soluziorign) e f'(n) = u(n) dell’equazione di Blasius,
il campo di velocia della corrente attorno alla lastratpessere calcolato sfruttando
la relazione del cambiamento di variabile indipendefémmediato ricavare che
le componenti cartesiane della veléci#tono date dalle due relazioni:

U0, y) = UF/Gr0x, y) = U (yy/ ),

v(X,y) = %\/?[nf/(n) — f]
Y 2B - )]

@
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RN  Problema di Blasius formulato come sistema del primo ordine

Il problema differenziale ordinario associato all’equazione di Blasius gasere
risolto in modo numerico mediante un metodo che si basa sulla rideidiglhordine
dell’equazione differenziale.

Introducendo le incognitausiliarieu = f’ e¢ = u = f”, 'equazione
di Blasius pw essere riscritta come un sistematreiequazioni del primo ordine
accoppiate fra loro. Risulta infatti

¢'+3fr=0,
u=c,
f' =u,

Le condizioni al contorno paf possono essere scritte come tre condizionuper
f:

f(0=0, u@ =0, u(o) =1L

Scrivendo le condizioni di fianco all'equazione della variabile corrispote] il
problema completo assume la seguente forma

¢'=-3fc,
u=c, u =0 e u(oo) =1,
f' =u, f(0) =0.

Notiamo che la seconda variabile ausiliarig € soggetta a due condizioni al
contorno mentre non esiste alcuna condizione al contorno per la prirzdilar
(¢). In realg, le due condizioni par implicano una ben definita condizione ger
in quanto, in virti del teorema fondamentale del calcolo differenziale, si ha

/Oo U™ 4 — ooy —u@) =1— 0= 1,
0 dn

e quindi la variabilg e soggetta alla seguente condiziontegrale
/ ¢mdn=1.
0

Ne consegue che il problema completo, formulato come sistema del priime,
potra essere scritto anche come

@
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¢'=—3fe, [ cmdn=1,

u =c, u0)=0 o u(oo) =1,

f’ = u, f(0) = 0.
Se si impone la condizione integrale susi pw scegliere di imporre liberamente
una delle due condizioni disponibili per la condizione tralasciata risulgerco-

mungue soddisfatta in modo esatto in tridell’avere imposto I'altra assieme a
quella integrale sulla prima componente incoggita
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IR Soluzione numerica del problema di Blasius

Il sistema del primo ordine con le condizioni agli estremi dell'intelovali inte-
grazione e/o condizioni di tipo integradeun sistema non lineare di tre equazioni
differenziali accoppiate e deve pertanto essere risolto mediante un metodaco.
Introducendo una incognitavettoriale e una funzion€(y), non lineare e a valori
vettoriali,

Y1 ¢ F1(y) —3f¢
Y=<y2)=<u> e F(Y)=<F2(y))=< ¢ )
Y3 f Fa(y) u

il problema pw essere riscritto in forma compatta come

dy
2 _FE
dn ),

dove si sottintende la presenza delle tre relazioni algebriche che rappresén
condizioni al contorno del sistema.

Per potere discretizzare I'equazione, l'intervallo di integrazione sefimiiim
(0, 00) deve essere troncato. Supponiamo che nel nostro problema per un laterval
sufficientemente grande I'errore causato dall’imporre a una distanta lhnton-
dizione al contorno pejj — oo sia trascurabile. La discretizzazione pro@uun
sistema di equazioni algebriche non lineari per la cui risoluzione shjjoiegare
un metodo iterativo, ad esempio il metodo di Newton. La formulaziorgudsto
metodo nel caso considerato richiegdr calcolare la matrice jacobiana:

~1f 0 —:—LC
oF oF; 2 2
(w:<.w)= 2. 2
ay aYj 0O 1 0
La soluzione mostrata nella figura 682stata calcolata per mezzo di un metodo

numerico che rispetta in modo esatto, a livello del problema discretiiAstorema
fondamentale del calcolo differenziale.
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_— numerical

Figura 6.2 Profilo di velocig della
soluzione dell’equazione di Blasius



