
INTEGRALI
(Richiami fondamentali da sapere ad maturitatem superandam!)

“Derivare subhumanum est, integrare superdivinum!”

Come afferma sinteticamente questo adagio, mentre la derivata non richiede particolari abilità

intellettuali, essendo una meccanica applicazione di una regoletta ricorsiva, l’integrale esige una

chiara conoscenza della possibile casistica, nonché consolidata esperienza. Pertanto è indispensabile

applicarsinell'esercizio costante.

1. Integrali immediati

Vedere tabelle riportate su tutti i libri e manabili.

2. Integrali quasi-immediati

Sono ancora gli integrali immediati in cui al posto della variabile x si trova f(x) e la funzione

integranda è moltiplicata per f'(x). Alcuni casi sono riportati di seguito

2.1 [sin[{@©)}/")dA=-cosff(2)] + ©

ESEMPI:

i

Îsin[cos(y)]:sin(x)dx = - [sin[cos(x)]-| sin(x)|dx = cosfcos(x)] +

LD - [cosFM = sin f(x) + c

ESEMPI:

pete]dx . -;cola]-fx%di - sN] vu
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fx
2.3

”

2 dx = (x)J
[otro]

eglf(a)] +

ESEMPI:

J5 1
—_=-=---5 dx =V5 _—=== > dx = SS. log(x)] +Tesla] d TÀ x ‘sl 6

24 fel. LA) = ef@)+ c

ESEMPI:

fer = feed = fee) = e +c

2.5 fuor]ira=M@L,. con a #-1

ESEMPI:

Jcostofiste = Sco} [ino = Let,

2

2
2

1(2x°+13)
s

7

o (LA
Le26 75 dx= 1ogf(2)|

ESEMPI:

ig) de - foraen (E dx = - log|cos(x)+ c
= sin(x)

tg(2) _{__cosa)
log[cos(x)]

a

log[cos(x]]
dx= -loglloglcos(x)]+ c

Ple a pelo pe x x

dXx =
_

e —@ | + Cc
1+ e? e* + e*

dx = log
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3. Integrali di funzioni razionali fratte

fP(x)
a)

Si possono verificare due casi: il grado n di P(x)è maggiore o uguale al grado m di Q(x) o il

contrario.
°

PI
3.1 n > m: la frazione ne è comunque scomponibile nella somma di un polinomio A(x)di

x

Rx

grado n-m
,

facilmente integrabile, e di una frazione da in cui il grado del numeratore è

P(x) _

Ra)

OA 02)
H(x).strettamente minore del grado del denominatore:

ESEMPI:

pe, Ses) _l 3
+] le+1] ia

sal
x =Jx

rr
x

=? Og|x c

- xi 9 8 È
3 2Î dx -f x +2x+4+—— |dx =2x°+x +4x+8-loglx-2| + c

*-2 x_Z 3

32 n m: innanzi tutto è bene osservare il numeratore: nel caso in cui quest’ultimo sia la

derivata del denominatore, si ricade nel caso 2.6. Nel caso più generale, è noto dall’algebra che

un qualsiasi polinomio è scomponibile nel prodotto di polinomi di, al più, grado due. Quindi il

denominatore Q(x) di è esprimibile come prodotto di fattori a;(x)aventi grado non
R(x
(2)

.
.__ Ra

superiore a due del tipo a,(x)-a,(x)-a;(x)-...a,(x), mentre tutta la frazione
Aa)

Cx+D E

oppure
——____- se il

A

(x+B)Y (e +Ex+ F)
polinomio x° +Ex+F è irriducibile (A<0); le costanti A, B, C, D, E, F sono da

determinarsi in base all’uguaglianza dei coefficienti dei polinomi. In generale si avrà:

è

equivalente alla somma di singole frazioni del tipo

Ria)= du, de
4 An + An. do 4 dn

O(x) x+B, (x+5, } (x+5, y x+5, (x+B, y (x+8 Pa

+
a

È
Aa Aa A, +peri eTr—

x+B, (x+5,) (x+5,)
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Ct+Du
,_

Cox+tDo _, ,
CuX+ Diu

2 2
È

x°+Ex+F (+Ex+F) (+5x+5)
CaX+Da

&
CyX+Dy

++
Cau, + Day, +

n.
+

x° +E,x+F, (x?+E,x+F,) (x°+E,x+F,}°
CX +Du

+
C,%+ Dio ++ Craig€ + Dog

Xx +E,x+F, (x°+E,x+F,) (x°+E,x+F,)"

ESEMPI di scomposizioni:

Esempio 3.1

KI x+5 __A
,

Bx +C

x 2-1(x-D-(x° +x+1)(xD (x?+x+1)

Per determinare le costanti A, B e C si opera nel seguente modo:

A Bx+C A-(x°+x+1)+(Bx+C)-(x-1)x°(A+B)+x(A+C-B)+(A-C)
toi

7

2
7

2

(x-D (x°+x+1) (x-D-(x°+x+1) (x-D-(x°+x+1)

Imponendo che il numeratore sia lo stesso di quello di partenza, ossia che i coefficienti dei termini

del medesimo grado coincidano, si ottiene:

fAFazoA+C-B=]1

A-C=5

che risolto dà:

[AzB=-2

la=-3

Si può dunque scrivere:

x+5 x+5 ___2
i

dl

x -1 (x-1)-(x°+x+1) (x-1) (x°+x+1)

Esempio3.2

2x°+5x+5_ 2x°+5x+5
|

A B_.C_-
x +4x°+x-6 (x-1(x+2)x+3) (c-1) (+2) (+3)
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A(x+2)-(r+3)+B(1-1)-(c+3)+C(-1)-(e+2)_
(x-1)-(x+2)-(x+3)

x°(A+B+C)+x(54+2B+C)+(64-3B-2C)
(x-1)-(x+2)-(x+3)

Dall’uguaglianza dei coefficienti dei polinomi:

A+B+C=2

SA+2B+C=5

6A4-3B-2C =5

risolvendo il sistema lineare nelle incognite A,B,C, si ottiene:

faz!B=-1

c=2

da cui:

2x° +5x451,71, 2

x +4x°+x-6 (x-1) (x+2) (x+3)

Esempio 3.3

l A B Cx+D
2: 9 =_-t3rtT#7Z

x (x +x+1) x Xx xX+x+1

imponendo come al solito l’uguaglianza dei coefficienti dello stesso grado a destra e a sinistra, si ha:

A=-1

B=

G=

D=0

da cui
1 l 1 x

a (7

“oa

tatazIi.iix°-{x+x+1 XxX Xx x+x+1

Esempio3.4

I
__

A
y

Bx+C
,

Px+E

(+ D(x?+1)?x+1 x°+1 (x°+1)
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risolvendo al solito modo, si ottiene:

A=—-
4

B=-1l
4

c=1
4

pat
2

n=
2

da cui:

1 1 —x+1 -X+1

(x+ Dx + 1)
°

4(x+1)
°

4lx°+1) 2(x°+ i}

ESEMPI - funzioni razionali fratte:

2x° +5x +5 .

la Tax +_6
(cfr. esempio 3.2)

2 2 D

f
2x° +5x +5 k= |

2x° +5x +5

de=|
2x° +5x +5

de
x +4x° +x— 6 (x - (x +2x +3) (xx +2 +3)

l. —l 2
dX = — 1-1 2/+21 =aasrtaae loglxIl oglx+ |+ oglx +3|+c

Ilx-1(x+3)?|
log —___

_|+ Cc
Td |

5
PE ex (cfr. esempio 3.1)

X =

feta JE la3 -D (4x1)

L’integrale di partenza si è quindi scomposto nella somma di più integrali facilmente risolubili:

mentre il primo è immediato, per il secondo, essendo il denominatore di secondo grado, è utile

ricondursi ad una forma del tipo:
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fa)

o(x]
7

dx = arcig]f(xx)]+e

Si ha quindi:

(=
2

d. ur
ad

dxXx =

(x-1) (x24x41)
=Î 2x+14+2

Ziogle-+ fx = 2 loglx-1 ter] n=

(x +x+1) 24x+1)
2x+1 1

21 — | - dx - 217_3dx=ogle-1 Tm+1)
° Wa %

2loglx—1lno+x+1| - =
(x°+x+1)

(x- 1) l x-1)° 1
lc —2 dx =lo deee

x +x+] | , a
°

4x4] :( 2

a) |
%

gpl|
+2

DI Lit

+3) *4 al5" +1|
-

(x- 1° 8 1 (x-1° 4 3
lc -3 dx=1 = dx =

E

x+x+1 3

È ) i

È

05?+x+1) 3

(E )
|

x+7®| + +=

Sa A eta) *|
(x- 1°

log——--
lx?+x+]| full

Tutti questi passaggi sono riassunti nella seguente formuletta (x° + px +9 non scomponibile):

f
ax +b

x° + px+q

1

a
1 1 1

ne) -(-14+

dx - ose + px+ a) +

(cfr. esempio 3.3)

x
_

Ì 22 x
_ie [ha [rata
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de x+-

n log|x|——-+ log(x+x+ 1) Èarcig È +e

l-_ 1
4 4

fire-—& (cfr. esempio 3.4)
(c+ De +1)?i

I
if

ar4L |
Tate (i 4(x°+1) na

1 -—x+l1 +1

atea ST,2(x°Eni
Logi 1[ty ip ee]

1 1

ilogle+1|-z/og(x°+14parole) ala
Restada integrare don ovvero, più in generale E de detto

(x +1) (x241)
I .()= Tar si ha:

Im +2,(1)
2n(x°+1) 2n

ossia:

x) s (a = arcig(x)+c

(x?+ 1)
x 2:11 x

L= Mz 1, (0)(x) (0)
214) 2.1 (x) (x 41

Lf +2 (=
x +3 x +1arcig(x)+e

°

2:2-(x°+1) 2-3 0° 4(x°+1) 420° +1) 2

per esercizio, trovarei successivi /,,.

+ zareig(a)+d

Baalmante.ritornando all’integrale Ta si ha:
+1

x1 ! l * 1

IT +1) 2 2 ppi. | Ae tare
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da cui:

1 _1 be+lj 1

nea a arcig(x47 41 tenta
1arcig(x)+c=

— log
+ pub +.arcig(x)+c

4 dx +1 4(x°+1) 2

1

(e?+4x +s)
!

-|__ * _- leas-vae tip

asi Ta abftianilicai Tar
y 3 v l

_

I = —_—_+_
_

-;()
I dp 1 TAE +

5 aree)+c

X+2 3 x+2 1

{42} 7 i}AT prince 2)

de (40)

Più in generale vale la seguente formuletta ricorsiva (x? + px +g non scomponibile):

ax+b a
b-a5 |x+È

f—-;& = i 2 I,
2

essendo:
2

i

_

2 bi” b(x + px+q) 2(1 nfx + px+q)

(

nas +5I =dfci +c

5
8

5

x+È

x+2 2g (2
I |> d

+LI,|
—

b 2
"

2n b

x+È
2n

2
1

b

INTEGRALI Richiami fondamentali ad maturitatem superandam ‘97 pag. 9



4. Integrali per parti

[Sg

L’integrale per parti deriva dal fatto che l’integrale è l'operatore inverso della derivata. Si ha infatti:

DI f(2)g(x)]= f(x)g(2) + f(a)g2)

F()g(2) = DIf(2)g(2)]-fg)

e quindi, integrando membro a membro:

Sg = Fe)(e) [Fe)ee

In generale è conveniente scegliere come fattore differenziale f ‘(x) e fattore finito 8(x) le seguenti
funzioni:

f(2) g(x)

sin(x) se è moltiplicato per x" x" se è moltiplicato per sin(x)

cos(x) se è moltiplicato per x" x" se è moltiplicato per co s(x)

e" se è moltiplicato per x” x" se è moltiplicato per e*

x" se è moltiplicato per 10 g(x) tog(x) se è moltiplicato per x°

x" se è moltiplicato per arcsin(x) arcsin(x) Se è moltiplicato per x"

x" se è moltiplicato per arccos(x) arccos(x) se è moltiplicato per x"

x" se è moltiplicato per arcig(x) arctg(x) se è moltiplicato per x"

x" se è moltiplicatoper arccig(x) arcctg(x) se è moltiplicato per x"

N.B. Ricorda che x° =1 per cui le suddette regole valgono anche nel caso particolare x” = 1

ESEMPI:

Îacos(x)dx Èf(x) = cos(x) f(2)
g(x)=x g(2)

fxcos(x)d=x: sin(x)- Isin(x)dx=x- sin(x)+cos(x)+c
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f@)=1 : f()=x

g(1)=1og(x) g)=7foibe |
fog) = x-log(x)-fa = x-log(x)-x+c

tr =1 flal= a
Jarcig(x)dx|g(x) = arctg(x) 80) =1+x?

1
dx = x-arcte(x) loda+1)+cF'arcte(x)dx= x- arctg(x)— j

I n

rie Mer
f(x)=e*

g(0)=x g'(x)= 2x

lea = xe" fax e"dx= x°e* — Axe Se)+c=

xe" -2x-e° +2e"+c= e"(x°-2x+2)+c

ia

i Pdx=lix fx:qs lix +

x Sri NT
si ha dunque:

[egli # NE Fal
da cui:

ea
n?

dx

1

n?
dx

[ida
visa

her_ nda
ANIx? +arcsinlx-—x dx =

2
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5. Integrali per sostituzione

In taluni casi risulta necessario sostituire alla variabile d’integrazione x una nuova variabile ? legata
alla precedente da una opportuna relazione del tipox= @(t)che di solito viene suggerita. Per una

corretta applicazione del metodo, si deve ricordare che: al posto della x si sostituisce l’espressione

(1), mentre al posto del dx bisogna sostituire il differenziale di p(1)ossia 0) -dt.

N.B. Nel caso di integrali definiti è necessario un cambiamento degli estremi di integrazione

secondo la relazione x= @(t),ossia: [ F(x)de= FIGO con c=@(y) e d= p(6)

Esistono alcune fipologie di sostituzione che funzionano quasi sempre per funzioni razionali R(x):

TIPOLOGIA di integrale SOSTITUZIONE consigliata

{R(e) eÈ = t

2 1-f
R(si X_ in()= ={(sin(e).cos(e)) (3) (= sin) =E

cost) =LL
°

2

{alfisin(oP.[cos(x)P,sin(x)-cos(x)tg(x)cotg(x) ig(x)=t> [sin(x)}?=;
!

©
; [cos(x)F=; ;+ +

ESEMPI:

[rd Ponendo e* =? si ricava e*dx = dt da cui: dx = d
+e e

eÈ t dt l

ok = pie = fd = logll+#+c

essendo t=e* si ottiene:

fo = logjl+ e|+ c
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l 2 . ‘o

{7 Ponendo: sin(x)=
î

>
ed essendo (3)=t, derivando si ricava

sin(x) 1+8 >

2

14 (3) de=ldt  dacui de=-— ld
2 2 141

2° . .

dt = dt = loglt|+c ma essendo # = si ottiene:-br2h 141 S 8 | s(i)Gotsin(x)
140+

ie E |+c52te= log
1

;[ sin(x)

dx. Ponendo: [sin(x)}=

a
* [cos(x)}=

z
ed essendo 1g(x)=#

l

Î alsin(x)|?+ b[cos(x){
derivando si ricava: î + [ig(©)}la =ldt dacui dr=

i di
l I dt 1

___r—_—_ - = = dit =] alsin(x)}?+ bcos(x){ J
s

t°
4b

1 1+£° Î at° +b

140 1+£°

1 a
————_—_-dt= -arct +c essendo f#= fg(x) si ottiene:

1 = = gf 8(x)
b 3 +1

Ian ato dr TaOE (i E ©)

Si provi a calcolare dx (perché non può essere uguale a zero?)
ri

1

j [a-sin(x)}+ [b. cos(x)F

NN1- x dx Ponendo x = sin(t) si ricava: dx = cos(t)dt

fa TIA 1+ cos(25) 11.
| 1-xdx= | l- [sin(1)cos(1)dt= Î[cos(»)O) dt= [Etcose3

dt= att 757n(21)+c

essendo x=sin(t) siricava: t= arcsin(x) da cui

l 1 1 1 1 1

31+5in(21)+c= 31+3sinti)costo)=

3aresin(2)UGLALIEx +c=

dna
2 7

ÎJi Ed=
xVI-x + arcsinlx)

+ cZ
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| ——- xh Ponendo log(x)=£ si ricava 1 dx = dt da cui dx = x-dt

xlog(x) x

essendo log(x)=? si ha: x=e' da cui: dx = e' - dt

fae 17
l

eq
= Fat = logl:]+c; ricordando che f = log(x)siricava:+ t

dx = logllog(x)|+calix)

3

(a Ponendo t=v1+x? siha: x =1-f° da cui xdx = tdt

VI+ x?

32
_

pra [rr {la= (@E-1a= 140

essendo? = v1+x? si ha:

2

(a
tx

-VI+x° +c
1+x° 3

6. Conclusione:

Come si è detto all’inizio, integrare non è facile (e queste 14 pagine lo dimostrano) perché non si

riduce ad un’applicazione pedissequa di una regola ma richiede una certa esperienza nonché

lungimiranza (soprattutto se si opera per parti o per sostituzione): queste abilità, se non si

possiedono, vanno coltivate con costante esercizio! Tuttavia, come in ogni situazione della vita,

prima di imboccare una certa strada è sempre meglio guardare bene in faccia l’integrale: spesso

una semplice razionalizzazione, una sostituzione ben azzeccata, una scomposizione o una

integrazione per parti oculata portano rapidamente ed elegantemente al risultato. Ad esempio i

seguenti integrali dovrebbero essere calcolati “a vista” in non più di quindici secondi!

)+c

rat iT rt e - {((Vr++ 2)&e=iv) (fera)+e
poster - {:log(log(x)}t= log(x)-log(log(x))-fog) e:

log(o)log(iog(x))-1]+c

[
e“ + cos(x)
e" + sin(x)
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